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Wstep

Niniejszy zbior zadan jest adresowany do studentéw nauk przyrodniczych
gltownie do fizykow i chemikow (na ogol 3 rok studiow).

Jest to wersja surowa zawierajaca na pewno liczne btedy i niedcistosci.
(Zauwazone bledy oraz ewentualne uwagi prosze zglasza¢ na adres
roscis@th.if.uj.edu.pl).

Co wiecej nie jest to wersja kompletna. Rozdziat fizyka statystyczna jest
zbyt maly (niedokoriczony) a ponadto brakuje rozdziatu zawierajacego takie
hasta jak: rachunek prawdopodobienstwa, procesy stochastyczne, procesy
Markowa, réwnania Master i rownania Fokkera-Plancka.

Mamy nadzieje, ze jesli czas pozwoli a zwlaszcza jesliby nasi koledzy
wlaczyli sie do prac edytorskich to opracowane materiaty (w kolejnych lat-
ach) zostang poszerzone. Na razie to co jest w tutorialu i tak powinno dla
studentow by¢ dosy¢ przydatne (oraz oszczedzi¢ im sporo czasu).

W wersji obecnej skrypt NIE JEST opracowaniem w pelni oryginalnym.
Podane w nim zadania i problemy oraz ich rozwiazania w wigkszosci byty
znane (w tej czy innej formie) od wielu lat. W szczegolnosci uzywane sa przez
wielu naszych kolegéw z Instytutu Fizyki UJ na éwiczeniach do wyktadu z
fizyki statystycznej i termodynamiki fenomenologicznej. Tak wiec jestesmy
edytorami i jedynie forma dydaktycznej prezentacji jest (w pewnej czesci)
nowa.

ZdecydowaliSsmy sie na opracowanie tutorialu jako kompilacji materi-
alow do nauki, zebranych w jednym miejscu i podanych w taki
sposO6b aby nawet poczatkujacy i zupelnie przecietny student nie
mial probleméw z ich zrozumieniem i przyswojeniem. Podane sg
zadania i problemy o réznym stopniu trudnoéci - od trywialnie tatwych do
catkiem trudnych. Forma wydania: skrypt internetowy (plik pdf). Wydanie
ksiazkowe, ze sztywnymi kartkami i z oktadka byltoby oczywiscie o wiele
przyjemniejsze ale zdobycie kilku tysiecy zt na malo-naktadows tradycyjna
publikacje (plus duzy naklad czasu na biurokracje z tym zwiazana) jest na
naszych uczelniach przedsiewzieciem na og6t niezbyt zachecajacym.

Pierwowzorem do niniejszego tutorialu byty skrypty uczelniane:
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Zadania z termodynamiki
fenomenologiczne].

T.1. Obliczy¢ prace wykonana przy kwazistatycznym sprezaniu 1 mola gazu
doskonalego od objetosci Vi do ojetosci Vs dla przypadkow: /a/ procesu
izochorycznego; /b/ procesu izobarycznego; /c/ procesu izotermicznego; /d/
procesu adiabatycznego

T.2. Sklasyfikowa¢ wyrazenie rozniczkowe DQ = n Cy dT + p dV i znalezé
czynnik catkujacy przy zalozeniu , ze mamy do czynienia z n molami gazu
doskonatego. Przyjmujemy, ze Cy to pojemnos$é cieplna molowa przy stalej
objetosci i ze Cy nie zalezy od V. Scatkowaé¢ wyrazenie roézniczkowe po
wprowadzeniu czynnika catkujacego przy dodatkowym zatozeniu, ze Cy to
stata.

Uwagi: Za pomoca duzej litery D oznaczamy formy rozniczkowe zwane
formami Pfaffa, tzn. takie, ktore zaleza jedynie od parametrow ukltadu.
Przyktadowo: DQ = ), Yi(z1,29,...)dz; gdzie x1,,... sa parametrami
uktadu termodynamicznego. Ciepta oraz wykonana prace dla réznych pro-
ces6w infininitezymalnych mozna zapisywaé¢ formami Pfaffa w przypadku
procesow kwazistatycznych (to znaczy gdy uktad w kazdej chwili znajduje sie
w stanie rownowagi termodynamicznej). Natomiast w przypadku procesow
nierownowagowych ogolne formy rézniczkowe zalezg nie tylko od parametrow
uktadow ale i od parametréw zewnetrznych opisujacych otoczenie uktadu. (Z
takimi ogdlnymi formami czesto nie daje sie pracowac).

Forma Pfaffa w szczegélnym przypadku moze by¢ rézniczka zupeina.
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to jest aby dla kazdej pary
wskaznikow ¢, j zachodzila réwnosé¢ 0Y;/0x; = 0Y;/0x;. Inny szczegolny
przypadek to tzw. formy catkowalne. Catkowalno$é¢ oznacza istnienie jakiej$
funkeji f(x1, 22, ...) (zwanej czynnikiem catkujacym) takiej ze ) . fY; dx; jest
roznoczka zupelng mimo , ze sama forma ) . Y;(x1, 2, ...)dz; nig nie jest.
Uwagi: W przypadku dwoch zmiennych x, x5 forma Pfaffa jest catkowalna.
Dla trzech zmiennych x4, x5, 3 warunkiem catkowalnosci jest Y -rot(Y) =0
gdzie Y = (Y1, Y5, Y3).



T.3. Zamknieta z obu koncéw ruchomymi ttokami rura zawiera wewnatrz ru-
chomg przegrode z doskonatego izolatora cieplnego. Otrzymane w ten sposob
dwie objetosci sa wypelnione gazem. W objetosci numer jeden znajduje sie
ny; moli gazu doskonalego o pojemnosci cieplnej molowej (przy statej obje-
tosci) C‘(,l )W objetosci numer dwa znajduje sie ny moli gazu doskonatego
o pojemnosci cieplnej molowej (przy stalej objetosci) C"(/2 ). Oba gazu sa w
rownowadze a objetosdci V; i Vo moga sie zmienia¢ niezalezenie.

Zapisa¢ D(@) jako forme Pfaffa i zbadac¢ kiedy ma ona czynnik catkujacy.
Obliczy¢ ten czynnik.

Wskazowka: w stanie stacjonarnym cisnienia po obu stronach przegrody
sg rowne, tzn. p; = pa.
T.4. Pokazaé, ze dla pojemnosci cieplnych molowych zachodzi wzor

n } ov

p —

T or|,
a w szczegdlnosci dla gazu doskonatego C), = Cy + R.
T.5. Wyprowadz wzor

oUu
Cp—Cv—f—{W

oU dp
avl, ~lar

i w oparciu o niego (oraz postugujac sie rownaniem stanu) odpowiedz czy
energia wewnetrzna U gazu doskonalego/gazu Van der Waalsa zalezy od
objetosci.

Jako dodatkowe ¢wiczenie znajdZ energie wewnetrzna U specyficznego
gazu (pewien uktad modelowy) takiego o ktérym wiemy dodatkowo, ze U =
Vu(T) i ktorego rownanie stanu ma posta¢ p = su(t). Gestosé energii
wewnetrznej u(7T) (na jednostke objetosci) jest nieznang funkcja zalezna je-
dynie od temperatury i to wlasnie u(7T") chcielibySmy wyznaczyé¢. (Dygresja:
konkretnym przykladem spetniajacym zalozenie drugiej czesci zadania jest
np. doskonaty gaz kwantowy fotonow).

T.6. 7Z I zasady termodynamiki, przyjmujac za zmienne niezalezne pare
(p, T), wyprowadz wzor:

-p
1

oUu oV 151%
== —pZl
op |r oT » op |
oraz wzor o1
DQ = OpdT — Tﬁ pdp

T.7. Mamy je‘en mol wody w tzw. stanie standardowym tzn. w temper-
aturze 25° C i pod cignieniem 1 bara (10° Pa). Ogrzewamy go do temperatury



wrzenia (ok. 100° C) i dalej ogrzewajac przeprowadzamy w stan pary nasy-
conej (w temperaturze ~ 100° C i pod ci$nieniem 1 bara). Cieplo parowania
w tych warunkach wynosi Q(p = 1 bar, T = 373 K) ~ 40.66 kJ/mol a po-
jemnos¢ cieplna wody (przy stalym ci$nieniu, w zakresie 25 do 100 stopni
Celciusza)) dana jest jako C), ~ 75.31 J/(mol - K).

/1/ Znalez¢ zmiane entalpii wody.

/2/ 7 tablic fizyko-chemicznych znajdujemy, ze dla 25° C i pod ci$nieniem 1
bara (10° Pa) tzw. entalpia waporyzacji Aq,H wynosi 43.99 J/(mol - K).
Dlaczego wartos¢ ta jest rozna od wartosci otrzymanej w punkcie /1/ 7
T.8. Rozwazmy reakcje syntezy metanu z wegla i z wodoru w tzw. warunkach
standardowych:

C(grafit) + 2Hs(gaz) — CHy(gaz) — 74.7 kJ/mol

Ten uproszczony i symboliczny zapis rozumiemy nastepujaco: jeden mol
wegla (grafitu) w warunkach standardowych (temperatura 25° C' ci$nienie
1 bar) reaguje z dwoma molami wodoru (molekularnego) (identyczna tem-
peratura i ci$nienie) co prowadzi do powstania 1 mola metanu (identyczna
temperatura i cisnienia) i wydzielenia ciepta rekacji 74.7 kJ na mol powsta-
jacego produktu (wydzielenie - wiec znak minus oznacza, ze uklad oddaje
ciepto do otoczenia).

Reakcja ta jest trudna do przeprowadzenia - wymaga stosowania wyso-
kich temperatur, wysokiego cisnienia i katalizatoréw. Ponadto w czasie takiej
reakcji powstaje nie tylko metan ale i olbrzymia liczba innych weglowodorow
— produktow konicowych. Doktadny bezposredni pomiar zmiany entalpii
(tzw. standardowej entalpii tworzenia zwiazku AHS .05 = —74.7 kJ/mol,
tzn. entalpii reakcji syntezy w warunkach standardowych dla 1 mola zwigzku
z pierwiastkow w stanie standardowym) jest praktycznie niewykonalny.

Postugujac si¢ prawem Hessa pokaza¢, ze AHj .94 moze by¢ wyliczona
jesli tylko znamy entalpie tworzenia dla trzech innych (latwo i doktadnie
mierzalnych) reakcji:

Hy(gaz) + 0.5 Os(gaz) — HyO(ciecz) — 285.8 k.J/mol,
C(grafit) + Oz(gaz) — COs(gaz) — 393.5 kJ/mol
CHy(gaz) + 205(gaz) — COs(gaz) + 2H,0(ciecz) — 890.4kJ/mol

T.9. Pokaza¢, ze dla pojemnosci cieplnej przy statym ci$nieniu C), zachodzi
wzOr

S
Cp _Ta_T )

T.10. Wyprowadzi¢ rownanie adiabaty dla gazu doskonatego.



T.10bis. Pokazaé, ze gaz doskonaly w procesie w ktorym warto$é pewnej
(ustalonej) funkcji f(T, V) jest caly czas stata spelnia nastepujace rownanie:
B . _Cp—Cy L . .
pV¥Y = const gdzie y = c—Cy Przyjmujemy przy tym, ze molowe ciepto
wlasciwe C dla procesu f(T,V) = const jest stala. Przez Cy, C,,Cy oz-

naczyliSmy molowe ciepta wtasciwe przy statych f, p, V odpowiednio.
Wskazowka: przypominamy tozsamosc dla gazu doskonalego wykazang w

rozwiazaniu zadania T.4 :

pQ=dav+pav =Y

ou
a7 dT'+ ——

dT +pdV =
T B

|4
+p} dV =
T

ou
CV dl + {W

gdyz dla gazu doskonalego energia wewnetrzna nie zalezy od objetosci (a
tylko od temperatury):

ou

—~| =0

oV |,
T.11. Dowies¢, ze dla uktadow w ktorych nie wystepuje praca nieobjetos-
ciowa (DW = 0) prowadziwe sa wzory

oF oG
=F-T — =G-T —
v or |’ H=G aTr »
T.12. Wykazac¢, ze
O(BF
)
op

gdzie = 1/(kgT).

T.13. Obliczy¢ zaleznosé energii wewnetrznej sprezyny od jej wydtuzenia z.
Zatozy¢, ze rozciaggana sprezyna nie zmienia swojej objetosci (praca objetos-
ciowa zeruje sie) i ze spelnione jest prawo Hooke'a DW = K(T) x dx gdzie
K(T) to stata sprezysta (zalezna jedynie od temperatury sprezyny).

T.14. Mamy dwie funkcje f(z,y) oraz g(z,y). Jakobianem nazywamy wyz-
nacznik:

of 9
3(f,g) ozn | 9z 8_g

d(z,y) 4

W oparciu o podstawowe wtasnosci wyznacznikéw pokazaé, ze

o(f.9) _0f a(f.9) {9(%3/) }_1

- T Ay 09

o(zx,g) Oz

)
g



gdzie funkcje odwrotne do f, g czyli z = z(g, f), oraz y = y(f, g) z zalozenia
istnieja.

Uwaga: powyzsze wzory w trywialny sposob uogodlniaja sie na n > 2
funkcji 1 zmiennych.
T.15. Przyjmijmy, ze mamy do czynienia z funkcjami ztozonymi. Zmienne
z, y w funkcjach f(z,v), g(x,y) sa funkcjami zmiennych niezaleznych u, v,
tzn. x = z(u,v), y = y(u,v). Techniky jakobianéw wyprowadzi¢ wzor

af,g) Ox,y) O(f,9)

O(x,y) O(u,v)  O(u,v)’
Jako szczegoélny przypadek powyzszego udowodni¢ prosty wzor

T, H) O(p,S) O(T,H)

d(p,S) dp,H) Ip,H)

T.16. Udowodnié, ze

= =1.
p, V) OT,S
T.17. Pokazaé, ze
or| _ T ov
oplg C, OT »
T.18. Pokazaé, ze zachodzi tozsamosé
Op| 0T OV _
T\, oV, dplp
lub nieco inaczej (ale rownowaznie)
op| _ _Op) OV
or|, oV, aT|,

Za pomocy identycznej techniki uzasadni¢ analogiczne wzory:

o51 o) Vi _
aT|, oV |g 0S|,
951 0T Op _
aT |, ap|s 0S|,
oV op) 951 _
ap|s 0S|, oV |, ~
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T.19. Niech C,, Cy oznaczaja pojemnosci cieplne (przy stalym ci$nieniu
i objetosci, odpowiednio). Wyrazi¢ C, i C, za pomoca prostych wielkosci
pomiarowych, a mianowicie:

- VoT

p

wspolezynnika rozszerzalnosci cieplnej (przy stalym ci$nieniu), oraz wspotezyn-
nikéw Scisliwosci izotermicznej i adiabatycznej

ol
= vV Op |, 5 V oplg

T.20. Pokazaé, ze

vl _p O

ov |, o1?|,
T.21. Pokazaé, ze

o, _ oV

op | o172 »

T.22. Za pomoca rozumowania podobnego jak to stosowane w rozwiaza-
niu zadania T.19 (etap III) dowies¢, ze stosunek adiabatycznej podatnosci
magnetycznej xs do izotermicznej podatnosci xyr dany jest stosunkiem po-
jemnosci cieplnych: C)y, przy stalej magnetyzacji i C'y przy staltym polu mag-
netycznym. Przyjaé, ze w magnetykach prace objetosciowa (DW = —p dV')
mozna (w pierwszym przyblizeniu) zaniedbaé.

Wskazowka: Po pierwsze przypominamy, ze (w uktadzie jednostek SI) wektor
indukcji magnetycznej jest rowny sumie pola magnetycznego i magnetyzacji
B = p, (H +m) gdzie p, jest przenikalnoscia magnetyczna prozni. Magne-
tyzacja m to nic innego jak tylko dipolowy moment magnetyczny na jednos-
tke objetosci (probki). Z rozwazan elektrodynamiki teoretycznej wiadomo,
ze catkowita praca nieobjeto$ciowa przy zmianie indukcji magnetycznej jest
rowna % fv H - B dV. Praca ta sklada sie na wzrost energii samego pola
magnetycznego (tak jak w samej prozni w przypadku nieobecnosci magne-
tyka) i na wzrost energii samego juz tylko magnetyka przez zwiekszenie jego
magnetyzacji. Energia pola w prézni w obecnym przypadku nas nie interesuje
natomiast do rozwazan termodynamicznych musi wejs¢ praca zwiazana z na-
magnesowaniem probki, ktora jak tatwo sie przekonac¢ na jednostke objetosci
jest towna DW = H - dm dV. Natomiast infinitezymalna praca dla calej
probki w przypadku gdy pole magnetyczne i magnetyzancja sa przestrzennie
jednorodne (a wiec gdy caltkowanie po objetosci jest trywialne) jest rowna
DW = H-dM gdzie M = m V jest calkowita magnetyzancja probki. Z tego
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powodu rézniczkowa postaé I zasady (dla energii wewnetrznej) w obecnym
przypadku bedzie dU = TdS + H - dM .

T.23. Proces Joule’a-Thompsona. Wykazaé, ze dla rzeczywistego gazu proces
rozprezenia od cisnienia p; do p, w taki sposob, ze entalpia H jest stala,
moze powodowaé¢ ochlodzenia gazu (metoda skraplania) lecz, ze dla gazu
doskonatego ochtodzenie jest niemozliwe. Zastosowa¢ wyniki rozwazan takze
do gazu Van der Waalsa (znalezé¢ tzw. temperature inwersji).

T.24. Wykazaé, ze przy adiabatycznym rozmagnesowaniu paramagnetyka
temperatura maleje (jest to metoda otrzymywania bardzo niskich temper-
atur w okolicy zera bezwzglednego). Przyjac, ze praca zwigzana ze zmiana
catkowitej magnetyzacji M paramagnetyka przy danym zewnetrznym polu
magnetycznym H dana jest wzorem DW = H - dM. Zalozy¢ ponadto ,
ze dla paramagnetyka zachodzi M = yHYV gdzie x to podatnosé magne-
tyczna , ktora dla wysokich temperatur jest odwrotnie proporcjonalna do
temperatury: y = const/T (prawo Curie).

Dla uproszczenia rozwazan przyjac, ze energia wewnetrzna U zalezy tylko

od temperatury 7' (paramagnetyk idealny) i zaniedba¢ prace objetosciowa
(tzn zaniedbujemy wyrazenia typu —p dV').
T.25 Praca nieobjeto$ciowa zwiazana ze zwiekszeniem polaryzacji w dielek-
tryku jest DW = E - dP gdzie E, P to wektory pola elektrycznego i wek-
tor catkowitej palaryzacji elektrycznej w dielektryku (dla probki jednorodnej
P jest rowny elektrycznemu momentowi dipolowemu na jednostke objetosci
razy objetosc).

Pokazaé, ze jezeli w jakiejs substancji zaobserwowano jej polaryzacje w
wyniku $Sciskania to z praw termodynamiki fenomenologicznej wynika, ze
wprowadzenie tej samej substancji w pole elektryczne E spowoduje jej me-
chaniczna deformacje (tzw. efekt piezoelektryczny).

Uwaga: to zadanie jest przyktadem zastosowania tzw. relacji krzyzowych,
inaczej zwanych rowniez rownaniami Maxwella.

T.26. Przy rozciaganiu niektorych gatunkéw gumy okazuje sie ze jej entropia
maleje w wyniku tego ze rozciggane taricuchy polimeréw porzadkuja sie i
uktadaja réwnolegle (a wiec wzrasta porzadek a maleje chaos w uporzad-
kowaniu tych lancuchow). Wykazaé, ze dla takiej gumy jej wspolczynnik
rozszerzalnodci cieplnej jest ujemny. Zaniedbaé¢ prace objetosciowa.

T.27. Dowies¢, ze entalpia swobodna Gibbsa - G uktadu ztozonego z n,
moli czasteczek o potencjale chemicznym p; (w tym uktadzie) i z ny moli
czasteczek o potencjale chemicznym ps réwnana sie G = nqpy+nopin. Wskazowki:
jednolita temperature 7' i ciSnienie p panujace w caltym ukladzie uznajemy
za stale i ustalone. G jest funkcja parametrow intensywnych: temperatury
i cidnienia i funkcja ekstensywna od n;, ny. Uwaga: w zadaniu tym ignoru-
jemy efekty zwiazane ze (ewentualna) skoriczonoscia uktadu, w szczegolnosci
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ignorujemy napiecie powierzchniowe i ksztatt powierzchni uktadu.
T.28. Mamy pojemnik numer 1 zawierajacy 100 gram wody o temperaturze
Ty = 350 K oraz pojemnik numer dwa z 100 gram wody o temperaturze
T, = 300 K. Zawartos¢ pojemnika numer 2 wlano do pierwszego pojemnika.
Oblicz temperature mieszaniny. Pokaz, ze proces mieszania byt niedwracalny.
T.29. Mamy pojemnik numer jeden zawierajacy 100 gram wody o temper-
aturze T} = 350 K oraz pojemnik numer dwa z 100 gram wody o temperaturze
T, = 300 K. W jaki sposob doprowadzi¢ do wyréwnania temperatur wody
w obu pojemnikach jezeli mamy to zrobi¢ w taki sposob zeby byl to proces
odwracalny?
T.30. Cykl Carnota. Wylicz sprawno$é cyklu Carnota. Pokaz, ze cykliczne
silniki cieplne pracujace w sposob nieodwracalny maja nizszg sprawnosc.
T.31. Odwrotny cykl Carnota. Mamy dwa identyczne budynki. Jeden jest
ogrzewany piecami elektrycznymi, drugi pompa cieplng dzialajaca w oparciu
o odwrotny cykl Carnota (pompa jest napedzana silnikiem elektrycznym).
Ktory system jest bardziej oszczedny?. Dla ustalenia uwagi przyjmujemy,
ze budynki utrzymywane sa w temperaturze 7, = 295 K a temperatura na
zewnatrz budynkoéow jest T7 = 270 K.
T.32. W bardzo duzym pokoju o temperaturze 7, = 20°C umieszczono 1000
g wody o takiej samej temperaturze. Oblicz minimalng ilo$¢ pracy potrzebnej
do ochlodzenia tej wody do temperatury 7, = 5° C. Pokdj jest osloniety
adiabatycznie, jego pojemnos¢ cieplna (z zalozenia) jest bardzo duza tak,
ze mozemy przyja¢ ze T, jest caly czas stale (w czasie chtodzenia wody).
Uwagi: pokoj traktujemy jako uktad o nieskoniczonej pojemnosci cieplnej (a
wiec i o stalej temperaturze), ktory z woda moze jedynie wymieniaé¢ ciepto
(nie rozpatrujemy pracy; ci$nienie przyjac state; pojemnosé cieplna wody C
przyjac¢ takze jako stala i wzia¢ z tablic fizycznych).
T.33. Ogniwo koncentracyjne. Jest to ogniwo dwukomorowe o komorach
A oraz B. Elektrody srebrne A i B sa zanurzone w roztworach AgNOj o
roznych stezeniach (odpowiednio w komorze A i komorze B). W srodku og-
niwa, jako granica pomiedzy komorami A i B znajduje si¢ $cianka porowata
przepuszczalna dla jonéw NOj ale nieprzepuszczlna dla jonéw srebra.

W pierwszym roztworze potencjal chemiczny jonow Ag' jest rowny g
a w drugim jest rowny pp - réznica ta wynika z réznych stezen roztworow.
Wykazaé, ze sita elektromotoryczna ogniwa £ dana jest wzorem £ = |y —
up|/F gdzie F to stata Faradaya.
T.34. Mamy dwukomorowe naczynie o czesciach A i B rozdzielonych btong
polprzepuszezalng. W komorach znajduje sie roztwor wodny glukozy o steze-
niach odpowiednio c4, cp. Przyjmujemy, ze c4 > cp. Blona oddzielajaca
jest nieprzepuszczalna dla molekul glukozy ale przepuszczalna dla molekut
H>;0. W takich warunkach nastepuje dufuzja wody przez blone do osrodka o
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wyzszym stezeniu glukozy. Dyfuzje ta mozna powstrzymac przez przylozenie
dodatkowego cisnienia Ap w komorze A, tzn ci$nienia osmotycznego. Wylicz
w przyblizeniu Ap poshugujac sie wyidealizowanym modelem w ktorym en-
talpie swobodna G roztworu wodnego n molekut glukozy w N molekut wody
mozemy zapisa¢ jako G(p,T,n,N) ~ Go(p,T,N) + G1(p,T,n,N) gdzie Gy
to entalpia swobodna czystej wody a cze$é¢ pochodzaca od substancji roz-
puszczonej daje sie wyrazi¢ jako G; = na(p,T,N) + kT In(n!). Funkcja
a jest nieznana, a Gibbsowski czynnik kT In(n!) wprowadzony zostal ze
wzgledu na nierozroznialnosé molekut (poréwnaj z podobnymi rozwazani-
ami przeprowadzonymi na gruncie fizyki statystycznej dla gazu doskonatego;
wprowadzenie czynnika k7 In(n!) jest tam konieczne).

T.35. Mamy adiabatycznie odizolowane od wptywow zewnetrznych naczynie
o objetosci 2V przedzielone w polowie przegroda. Lewa cze$¢ naczynia
napeliona jest gazem doskonatym o temperaturze 7. Prawa cze$é jest zu-
peklie pusta. Usuwamy szybko przegrode - gaz napelnia teraz cale naczynie.
Czy proces ten byt odwracalny czy nieodwracalny ?

T.36. /1/ Oblicz o ile zmieni sie temperatura topnienia lodu pod wpltywem
dodatkowego cignienia Ap = 10° Pa (dodatkowego, tzn. w stosunku do
ci$nienia atmosferycznego). Potrzebne do konkretnych przeliczen dane nalezy
wziaé¢ z tablic fizycznych. /2/ Korzystajac z otrzymanych wynikow oszacuj
jakie jest potozenie punktu potrojnego dla wody na diagramie (p,T').
Wskazowka do /1/ (dotyczaca warunkow réwnowagi termodynamicznej): w
punkcie p, T (ci$nienie i temperatura sa ustalone) dwie rozne fazy (tego
samego skladnika; w naszym wypadku wody) sa w réwnowadze termody-
namicznej jezeli ich entalpie swobodne molowe (na jeden mol) sa rowne:

gl(p> T) = 92(p7 T)

Uwagi: wskazniki 1, 2 oznaczaja odpowiednio pierwsza i druga faze; ponadto
przypominamy sobie, ze dla jednego tylko sktadnika entalpia swobodna na
jeden mol i potencjat chemiczny (tez na jeden mol) sa identyczne.
Wskazowka do /2/: w punkcie potrojnym woda, 16d i para nasycona wody
wspolistnieja ze soba w réwnowadze termodynamicznej. Zgodnie z reguta
faz Gibbsa uktad taki nie ma niezaleznych stopni swobody, tzn. ci$nienie i
temperatura nie moga sie zmienia¢ ale sg scisle okreslone.

Na diagramie fazowym (p,7’) mamy wiec ten punkt potrojny z ktorego
wychodza trzy krzywe réwnowagi fazowej: krzywa réwnowagi woda - para
nasycona, krzywa réwnowagi l6d - para nasycona; krzywa réwnowagi woda
-lod

(Zauwazmy, ze wzdtuz kazdej z krzywych zmienia sie tylko jedna zmienna
- przyktadowo cisnienie, a temperatura jest wtedy juz Scisle okreslona funkcja
cisnienia).
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Intuicyjnie zrozumiatym jest fakt doswiadczalny ze ci$nienie pary nasy-
conej wody (w warunkach normalnych) jest bardzo male w poréwnaniu z
normalnym cisnieniem atmosferycznym. W temperaturze zero stopni Cel-
ciusza wynosi ono okoto 4.58 milimetréw stupa rteci co przektada sie na okoto
0.006x 10° Pa. W dosy¢ sensownym przyblizeniu mozemy wicc powiedzieé, ze
ci$nienie w punkcie trojkrytycznym jest pyor =~ 0. Pozostaje nam znalezienie
temperatury T},o,-. Jaka jest wiec Ty, ?

T.37. Mamy dwie fazy (tego samego sktadnika) w rownowadze termody-
namicznej. Na diagramie (p,7T) oddziela je krzywa przejscia fazowego. W
odroznieniu od poprzedniego zadania tym razem zaktadamy, ze jest to prze-
jscie fazowe II rodzaju. Jak na krzywej przejscia zmienia sie ci$nienie przy
zmianie temperatury?. Wyliczy¢ pochodna dp/dT.

Wskazowki. Jak poprzednio tak i teraz dla ustalenia uwagi przyjmujemy, ze
mamy do czynienia z jednym molem substancji. W rozwigzaniu poprzed-
niego zadania rozwazaliSmy przejscia fazowe I rodzaju, tzn. takie w ktorych
molowa entalpia swobodna Gibbsa ¢ faz jest ciagla w przejsciu fazowym.
Praktycznie, regule ta interpretowalismy w taki sposob, ze dla 2-ch faz w
rownowadze definiowaliSmy osobno g; w fazie nr.1 i go w fazie nr.2; w samym
punkcie przejscia (przy ustalonych cisnieniu i temperaturze) mieliSmy ¢; =
g2. Wziete razem g i go plus warunek g; = g, definiuja jedna ciagta funkcje
g. Natomiast pochodne g w punkcie przejscia fazowego na ogoét byty nieciagte
(doznawaty skoku).

Przejscie fazowe 11 rodzaju (wedtug terminologii wprowadzonej przez Paula
Ehrenfesta na poczatku XX wieku) jest to takie przejscie w ktéorym nie
tylko mamy do czynienia z ciagla funkcja g ale dodatkowo takze jej pier-
wsze pochodne czastkowe sg takze ciggle. Natomiast drugie pochodne sg na
ogo6! nieciagle.

Tak wiec w punkcie przejscia fazowego 11 rodzaju (p, T ustalone) pochodne

@—s oraz @—v
or 7’ dp

sa ciaggle. Innymi stowy ciagle sg nie tylko g ale takze entropia molowa s i
objetos¢ molowa v. (Uwaga: uktad moze by¢ opisywany przez wieksza liczbe
zmiennych, np. w magnetykach dodatkowo trzeba rozwaza¢ pole magnety-
czne i magnetyzacje probki; w takich sytuacjach nasze rozwazania nalezy w
prosty sposob uogélni¢ na wieksza liczbe zmiennych).

T.38. Wiadomo jest, ze warunkiem wspoélistnienia dwoch faz tego samego
sktadnika (np. pary nasyconej i cieczy dla HoO) przy ustalonych pys,(T)
— cisnieniu i temperaturze T jest rownos¢ molowych entalpii swobodnych
90(Pwsp(T), T) = g1(pwsp(T),T) gdzie dla pary przyjelismy oznakowanie in-
deksem 0 a dla cieczy indeksem 1. Cisnienie p,,(T") zalezy od temperatury
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T (jest Scisle okreslone). Tak dzieje sie dla systemow makroskopowych.
Odstepstwa dla tej reguly pojawiaja si¢ dla bardzo malych uktadow. W
szczegblnosci jezeli rozwazymy pare i kondensujaca mikroskopowa kropelke,
wtedy musimy wzias¢ pod uwage wplyw efektéw powierzchniowych zwiazanych
ze skonczonymi rozmiarami kropelki - a doktadniej méwiac z jej napieciem
powierzchniowym. (Pamietamy znany fakt z fizyki doswiadczalnej, ze napie-
cie powierzchniowe prowadzi do takich zjawisk jak zjawisko wtoskowatosci - a
konkretnie do powstawania dodatkowego cisnienia pod zakrzywiona powierzch-
nig menisku cieczy). Nalezy wiec podejrzewaé, ze warunki kondensacji pary
wodnej w przypadku mikroskopowych kropelek wody powinny byé zmody-
fikowane. Znalez¢ te warunki (i przedyskutowaé ich konsekwencje) przy za-
tozeniu ze dla kropelki cieczy jej entalpie swobodng Gibbsa mozna wyrazi¢ w
sposob ogolny jako G1(p1, T1) = n1 g1(p1, Ty) +7v (47 R?) gdzie g1 jest molowa
entaplia swobodna dla nieskoriczonego uktadu (tzn. takiego w ktorym efekty
powierzchniowe w stosunku do efektéw zwiazanych z objetoscia uktadu sa
zaniedbywalnie male), n; jest liczba moli H,O zawartych w kropelce, ~(77)
jest wspolczynnikiem napiccia powierzchniowego, 4wR? jest powierzchnig
kropelki a y4wR? jest przyczynkiem od napiecia powierzchniowego do en-
ergii swobodnej cieczy.

W zadaniu przyja¢, ze temperatura 7' i ci$nienie pary p (z zalozZenia
bliskie (1)) sa kontrolowane i caly czas stale, tzn. Ty = T = const,
oraz py = p = const & pus(T).

T.39. Jak wiadomo, wielosktadnikowy i wielofazowy uktad znajduje sie w
stanie rownowagi termodynamicznej jezeli: /i/ temperatura 7' i ci$nienie
p dla wszystkich sktadnikow i faz sa identyczne; /ii/ potencjaly chemiczne
roznych faz sa identyczne dla kazdego ze sktadnikéw osobno.

Uktad taki zostal wprowadzony w silne, przestrzennie zmienne pole po-
tencjatu O(r). Jak zmienia sie warunki réwnowagi termodynamicznej ?

T.40. Gaz doskonaly (masa pojedynczej czasteczki jest znana —mg) wprowad-
zono : /i/ w pole grawitacyjne o (uproszczonym) potencjale O(z) = g z gdzie
z mierzy wysokosé¢ (nad poziomem ziemi) a g jest znana stala przys$pieszenia
grawitacyjnego; /ii/ do ultrawirowki, o ustalonej liczbie obrotéw na sekunde
(przyjmujemy, ze znamy czestosé kotowa w).

Podaj (w obu przypadkach)jak zmienia sie ciSnienie tego gazu (zaleznosé
przestrzenna).

Wskazowki: Przyjmujemy, ze w obu przypadkach ustala sie réwnowaga
termodynamiczna. W szczegolnosci oznacza to ,ze w punkcie /ii/ gaz jako
calo$¢ obraca sie z czestoscia w. Ponadto nalezy postuzyé sie wynikiem
poprzedniego zadania. Dla uproszczenia podajemy jak wyglada potencjat
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chemiczny gazu doskonatego:

2mh? ) 1/2

i =kgTIn (p)\:}), gdzie Ap = <mokBT

Symbol p jest tutaj gestoscia gazu (liczba drobin gazu na jednostke obje-
tosci) a Ar jest tzw. termiczng dlugoscig fali (kwantowomechaniczna miara
rozciaglosci funkcji falowej stowarzyszonej z pojedyncza czasteczka gazu).
Ostatni wzér wyprowadza sie metodami mechaniki statystycznej i mechaniki
kwantowej. Na gruncie termodynamiki fenomenologicznej mozna tylko podaé
jak p zalezy od gestosci gazu i jak (jakosciowo) zalezy od temperatury.



Rozwiagzania zadan z
termodynamiki fenomenologiczne]

T.1. Praca sprezania W dana jest wzorem

Va
W:/DW:—/ pdV
141

gdzie p jest funkcja objetosci V' zalezna od drogi procesu.
Dla trywialnego przypadku /a/ mamy brak zmiany objetosci V3 = V5 a
wiec praca zeruje sie tozsamosciowo.
Dla procesu izobarycznego /b/ ci$nienie jest state wiec W = —p (Vo —V)).
Dla procesu izotermicznego T jest stale wiec z réwnania stanu pV = RT
wyliczamy p = RT/V podstawiamy do calki i otrzymujemy
Va

Vi
= RT1 —
“(%)

Vi
W koricu dla procesu adiabatycznego mamy pV" = const, gdzie k =
C,/Cy > 1 lub réwnowaznie p = p; (V1 /V)"* gdzie p; to cisnienie panujace w
gazie na poczatku procesu. Jesli tak to

Vo T
we— [ Bl _prrmw)
i V

Va

Vi)" —K —K
=D _(Hl_?_ 1 <V2 +1—V1 H)-

W= / o (E)Hdv =y T ey

Vi V —K—i—l

Vi
T.2. Dla gazu doskonatego mamy

RT
DQ = nCydT + pdV = nCydT + anV.

Powyzsza forma nie jest rézniczka zupelng gdyz:

0Cy _,_, 0 (nRT\ _nR
=)=

ov T V7 ar v

17
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Jezeli jednak podzielimy forme stronami przez T

DQ dar  _dV
T - ”(CV? i Rv)

to DQ/T jest juz rozniczka zupeha, co mozemy natychmiast sprawdzic

g (Cy\ 0 (R
”av( T ) _”aT(v>
Czynnik caltkujacy to oczywiscie 1/T. Istnieje wiec pewna funkcja S taka,
ze dS = DQ/T. Mianowicie (dla Cy nie zalezacego ani od V' ani od T)
AS =S5 -5y =nCyIn(T/Ty) + nRIn(V/Vy) gdzie Sy Ty, Vi to oznaczenia
odpowiadajace warunkom poczatkowym (dowolnie wybranemu stanowi ref-
erencyjnemu).

T.3.
DQ = m,CY AT, + p dVy + nyCPdTy + p dVa

gdzie obie molowe pojemnosci cieplne sa stalymi. Korzystamy z réwnan
stanu pV; = ny RT) oraz pV, = nyRT5, aby wyrazi¢ dV; i dV; za pomoca dT7,
dT5 oraz dp i dostajemy

anl + n2T2
p

DQ =n, (C(V” + R) AT + ny (09 + R) Ty — R dp
Warunek istnienia czynnika catkujacego Y -rot(Y') = 0, gdzie Y; = ny (C‘(/l )+
R), Yo = ns (C‘(f) + R), Y; = —R(n Ty + noTy) /p jest mozliwy do spelnienia
gdy C‘(/l ) = C"(/Q ). Zatem czynnik catkujacy istnieje jedynie wtedy gdy gazy

maja jednakowe molowe pojemnosci cieplne. Zaltozmy, ze jest tak istotnie,
tzn, ze C‘(,l) = C"(/Q) = Cy. Wtedy

anl + nQTQ dp _ anl -+ TLQTQ s

DQ = (Cy + R) (mdTy + nodly) — R D ny + ng

gdzie
S = (n1 + nay) ((cv + R)In(nTy + noT3) — Rln(p)) + const.

Czynnikiem caltkujacym jest 1/ gdzie

anl + n2T2
ni + No
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jest éredniag wazona temperatur poduktadéw. Zgodnie z II zasada termo-
dynamiki A\ odgrywa formalnie role temperatury dla catego uktadu. Oczy-
wiscie termometr umieszczony w czeSci numer 1 wykaze temperature 7 a
termometr umieszczony w czesci numer 2 wykaze temperature 75. To, ze A
nie jest temperatura w zwyklym sensie zwigzane jest z istnieniem w uktadzie
przegrody adiabatycznej (nieprzepuszczajacej ciepta).

T.4. Dla pojemnosci cieplnej molowej przy staltej objetosci mamy

_DQ|, ou

Cv dT~ oT

\%

gdzie D@ oraz U odnosi sie do jednego mola substancji. Analogicznie dla
p = const

_OH
~ T

p

_ DQ|, _9(U+pV)

Cr ar or

p
gdzie 'H oznacza entalpie dla jednego mola substancji.

W przypadku procesu kwazistatycznego, dla uktadu opisywanego przez
zmienne niezalezne T oraz V' (ci$nienie p jest wyznaczone przez réwnanie
stanu) mamy wiec

oU
DQ =d dV = —
Q U+pdV o7

ar + 21 a4 pav =
1% a‘/V

ou
T il
Cy d +{8V

+ p} av
T
Jezeli ustalimy ci$nienie p = const to otrzymamy stad

ou

(DQ), = C (dT), + {W

i +p}(dV)p

Dzielac stronami przez (dV)p dostaniemy szukang formute

—l—p} o
T oT

Dla gazu doskonatego energia wewnetrzna zalezy tylko od temperatury
(a nie zalezy od objetosci). Doswiadczalnie fakt ten wynika z doswiadczenia
Joule’a. Mianowicie rozprezajac bardzo rozrzedzony gaz (ktory dosyé dobrze
stosuje sie do réwnania stanu gazu doskonatego a wiec w przyblizeniu moze
by¢ uwazany za gaz doskonaly ) bez wykonania pracy i w warunkach doskon-
alej izolacji cieplnej znajdujemy, ze temperatura 1" gazu po rozprezeniu jest

oU
CP—CV—F{W

p
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taka sama jak przed rozprezeniem. Oczywiscie objetos¢ V' ulegla zmianie.
Z 1 zasady termodynamiki wnioskujemy ponadto, ze energia wewnetrzna nie
ulegta zmianie gdyz dU = D@ — DW = 0 — 0. Stad wniosek , ze U nie
zalezy od objetosci czyli, ze (8U/8V)T = (. Tak wiec dla jednego mola gazu
doskonatego mamy

oV
Cp20v+p— :Cv'f‘R.
aT |,

Pochodna (8\// 8T)p w ostatnim wzorze wyliczyliémy postugujac sie row-
naniem stanu pV = RT, czyli rézniczkujac V = RT/p po T przy ustalonym
ci$nieniu p.

T.5. Z pierwszej zasady termodynamiki mamy:

po-Tas=Y

ou
T 2
o dT +

STV oV

dV +pdV = Cy dT + {a—U
T

+p1 dV
T

gdzie zatozyliSmy, ze nie mamy pracy nieobjetosciowej. Wzor ten przepisu-
jemy w postaci dS = ... i zauwazamy, ze jesli dS jest rozniczka zupelna to
mamy réwnos¢ mieszanych pochodnych (drugiego rzedu):

0 (Cy 0 (10U n D
ov\T )|, or\Tov T
Wykonujemy rézniczkowanie po prawej stronie wzoru, upraszczamy takie

same wyrazy ktore wystepuja po prawej i lewej stronie i ostatecznie uzysku-
jemy szukany wzor tzn:

|4

oUu op

—| =T —=| —p.

v, or' |,
Dla 1 mola gazu doskonatego mamy pV = RT skad wynika, ze Tg—g v =
TR/V = p a stad ostatecznie wynika, ze dla gazu doskonalego g—g r=0a

wiec U nie zalezy od objetosci. Dla gazu Van der Waalsa mamy inne réwnanie
stanu: (p+a/V?)(V —b) = RT gdzie a,b to stale (zalezne od rodzaju gazu).
Wyliczamy stad p, rézniczkujemy po 7' i ostatecznie znajdujemy, ze U zalezy
od objetosci gdyz 37|, = a/V?* # 0.

Czes¢ druga zadania jest bardzo prosta. Startujemy znéw z réwnania

au
oV

_r o
;L oT

%4
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Lewa strona (na mocy zatozenia U = Vu) jest rowna u. Prawa strona na
mocy zalozenia, ze p = u/3 jest réwna +Tdu/dT — p = +(Tdu/dT — u) a
wiec po uproszczeniach otrzymujemy relacje

du

T4 _y
ar

ktora po scatkowaniu daje In(u) = 4In(7T") 4 const a wigc
u=CT*

gdzie C' jest jaka$ (nieznang) stala.
T.6. Z pierwszej zasady termodynamiki DQ = dU + p dV i przyjmujac, ze
zmiennymi niezaleznymi sa (p,7) mamy:

ou oV ou oV
DQszSz{— + P }dT%—[— +p—= ]dp
or|, ory, op | op |
gdzie zatozylidémy, ze praca nieobjetosciowa nie wystepuje.
Wzoér na D@ przepisujemy nastepnie w postaci dS = ... i zauwazamy,

ze jesli dS jest rozniczka zupelna to mamy rownosé mieszanych pochodnych
(drugiego rzedu):
}__8[18U }
P oT |T op )

010U

Op [T or
Wykonujemy rézniczkowanie prawej i lewej strony powyzszego wzoru, za-
uwazajac jednoczesnie (dosy¢ trywialny ale istotny dla niniejszego zadania
fakt), ze zgodnie z naszym doborem zmiennych niezaleznych mamy g—g =0,
nastepnie upraszczamy takie same wyrazy, ktore wystepuja po prawej 1 lewej
stronie i ostatecznie uzyskujemy pierwszy z szukanych wzoréw, tzn:

p OV

L POV p OV
. TOT

+__
+ T Op

ou
dp

v v
T 0Tp dp

T

Podstawiamy ten wzor ponownie do startowego wyrazenia na D@ (patrz
poczatek rozwiazania), zauwazamy ponadto, ze przy ustalonym p mamy

ou ov
D = | = —| | dT'=C,dT
Ql, {arp+paTP} Gy d1],
skad ostatecznie otrzymujemy drugi z szukanych wzorow:
ov
DQ=C,dT' =T ——| dp

or|,
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T.7. /1/ W warunkach stalego ci$nienia zmiana entalpii przy kwazistatycznej
przemianie réwna jest cieptu (pobranemu lub oddanemu przez uktad). Ciepto
to sktada sie na ciepto ogrzmian wody do wrzenia oraz ciepto parowania. Tak
wiec
373
AH = cpdT + Q(p =1bar,T =373 K) ~ 46.31 kJ/mol.
298
/2/Podana w tablicach A,q,H (dla temperatury 25°C' i cisnienia p = 1 bar)
jest 43.99 J/(mol - deg) czyli jest r6zna od otrzymanej powyzej (punkt /1/)
wartosci 46.31 kJ/mol. Odnosi si¢ jednak do catkiem innego procesu a mi-
anowicie do przeprowadzenia 1 mola wody (w temperaturze 25 °C' i pod
ciSnieniem 1 bara) w pare nasycona bedaca w rownowadze termodynam-
icznej z woda. Taka para nasycona ma takze temperature 25 °C' ale ci$nienie
pary (zgodnie z tablicami) wynosi ok. 23 mm Hg (czyli 3167 Pa) czyli jest
duzo mniejsze od normalnego ci$nienia 1 bara (10° Pa).
T.8. Szukana entaplia tworzenia dane jest formalnie wzorem

AH;,QQS(CHZL(gaz, T =298 K,p =1bar) = H(1 mol CHy(gaz),...) —
H(1 mol (grafit),...) — H(2 mole Hy(gaz),...).

Ta wlasnie entalpie chcemy obliczy¢. Droga procesu jest nieistotna gdyz zmi-
ana entalpii (jako funkcji termodynamicznej) jest zalezna jedynie od stanéow
poczatkowego i koncowego reakcji a wiec zupetnie nie zalezy od drogi po
jakiej byl poprowadzony proces.

Przypominamy dane z tematu zadania dla trzech (innych) reakcji. Za-
pisujemy je skrétowo podajac cyfrowo liczbe moli i opuszczajac inne infor-
macje (tzn. te, ze temperatura wynosi 25 °C' a ci$nienie 1 bar)

H(1 HyO(ciecz)) — H(0.5 Os(gaz)) — H(1 Hy(gaz)) = —285.8 kJ
H(1 COy(gaz)) — H(1 Os(gaz)) — H(1 C(grafit)) = —393.5 kJ

H(1 COy(gaz)) + H(2 HyO(ciecz)) — H(2 Oz(gaz)) — H(1 CHy(gaz))
= —8904 kJ

Konkretne zastosowanie prawa Hessa (w naszym przypadku) polega na do-
dawaniu stronami powyzszych réwnosci tak aby nieinteresujace nas entalpie
(dwutlenku wegla, wody itp.) uproscily sie a pozostata jedynie szukana en-
talpia tworzenia metanu.

Mozemy to zrobi¢ w sposob nastepujacy. Pierwsze réwnanie mnozymy
stronami przez +2, drugie przez +1, trzecie przez -1. Dodajemy osobno lewe
strony, osobno prawe strony, co po prostych uproszczeniach daje ostatecznie

H(1 CHy(gaz) — H(1 C(grafit) — H(2 Ha(gaz)) =
(—2 x 285.8 —293.5+890.4) kJ = —74.7 kJ
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T.9. Ze wzoru na zmiane entropii w procesie kwazistatycznym przy przepty-
wie ciepla i przy warunku ustalonego ci$nienia (DQ), = T'(dS), dzielac stron-
ami przez d1' otrzymujemy

DQ oS
ar), ~ = ar

or

p
Zupelnie identyczna technika dowodzimy analogiczny wzor

D@
dT

05
—Cy =T ==
y T

|4

T.10. Dla procesu adiabatycznego kwazistatycznego w gazie doskonatym
mamy DQ = 0 = dU +p dV = Cy dT + p dV (gdyz U zalezy tylko od
temperatury, a nie zalezy od objetosci).

Przyjmijmy teraz, ze mamy do czynienia z 1 molem gazu (Cy oznacza
wiec pojemnosé cieplng molowa). Korzystajac z rownania stanu gazu doskon-
alego pV = RT piszemy

RT Cy dT av
Cydl'+—dV =0, czyi — —=——.
vty R T T Y
jest to rownanie o rozdzielonych zmiennych. Rozwigzanie ma postaé
Cy

= In(T") = —In(V') + const.

Otrzymujemy wiec
Cv Cp—Cyv
In (T Cp—Cv V) =const, czyli TV © = const

gdzie skorzystaliSmy ze wzoru Mayera dla gazu doskonatego C, — Cy = R.

Jezeli wolimy sformulowaé¢ réwnanie adiabaty nie za pomocg zmiennych
niezaleznych T,V ale za pomoca T, p to mozemy za temperature podstawic
T = pV/R i uzyskamy

(e2) _
pV \ev/ = const.
T.10bis. Cieplo molowe C; dane jest wzorem Cy = DQ/dT|f. Wykorzystu-
jac wskazowke podana w temacie zadania oraz rownanie stanu gazu doskon-
atego (dla jednego mola) czyli p = RT/V mozemy napisac:
av

Cf—Cvzpd—T
!
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lub réwnowaznie (rozdzielajac zmienne):

dT; R dV; C,—CydV;
T  C—-Cy V. Ci—Cy V

Ostatnie réwnanie mozemy scatkowac. Jest to szczegolnie tatwe w przypadku
gdyby okazalo sie, ze Cy jest stala (a wiec nie zalezy od V i/lub T'). Wtedy,
catkujac otrzymujemy

In(7T) = win(V') + const

gdzie

Rownowaznie mozemy napisa¢ T/V" = const lub eliminujac T' (znéow za
pomoca réwnania stanu - pV = RT) otrzymamy roéwnanie pV!=% = pV¥ =
const gdziey =1 —w = (Cy — C,)/(Cyr — Cy).

Zauwazmy, ze pojemnosci cieplne Cy, C), sa stalymi ale C'y wcale stalg nie
musi byé. Przyktadowo: dla szczegolnego przypadku gdy mamy f(7,V) =
ﬁ = const wtedy C} nie jest stalg tylko funkcje temperatury. Natomi-
ast dla innego szczegdlnego przypadku f(7,V) = %
Cy jest stale (A, B, D to pewne ustalone stale).

T.11. Ze wzorow dF = —S dT —pdV i dG = —S dT + V dp (dla DW = 0)

mamy:

= const ciepto molowe

0G|  OF

or| ~or|, = °

\%

Wstawiamy wyliczone S do definicji energii swobodnej F' = U — T'S i do
definicji entalpii swobodnej G =U —T'S + pV ="H —T'S co konczy dowod.
T.12. Rozniczkujemy

d(BF) OF OF| oT
3 +ﬁaﬂv +ﬁaT V@ﬁ
OF
o7, +TS=U

gdzie wykorzystalismy tozsamos¢ (patrz zadanie T.11) S = —(0F/0T)y
T.13. Przypominamy, ze (na mocy zalozeni poczynionych w temacie zadania)
zaniedbujemy prace objetosciowa DW = —pdV'. Energii wewnetrznej U nie
mozemy obliczy¢ bezposrednio korzystajac z I zasady

dU = S dT + DW = S dT + K(T) = dz
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gdyz nie wiemy jaka jest zalezno$¢ entropii S od temperatury i od =z —

wydluzenia sprezyny. Natomiast gdyby$my znali energie wewnetrzna sprezyny
przy zerowym naciagu , tzn. U(0,T) to mozemy obliczy¢ U(z,T) dla nieze-

rowego naciagu. W tym celu postuzymy sie inna (bardziej przydatna w obec-

nej sytuacji) funkcja termodynamiczng — energia swobodna F'. Rozwazymy

proces kwagzistatycznego izotermiczego rozciagniecia sprezyny od x = 0 do

konncowego z. W takim procesie mamy dF = DW. Caltkujac stronami

uzyskujemy przyrost energii swobodnej F':

AF = F(z,T) - F(0,T) = /x K(T) z dx = %K(T)xQ

Nastepnie postuzymy sie¢ tozsamoscia U = F — T 0F /0T ’x (tozsamosé ta
wyprowadzamy absolutnie identycznie jak analogiczna tozsamosé na U z tem-
atu zadania T.11). Wstawimy uzyskany przed chwila wzor na przyrost AF.
Ostatecznie

d(AF)

AU =U(e,T) = U(0,T) = AF — T ==

1 , 1 dK

x
T.14. Pierwsza tozsamos¢ otrzymujemy automatycznie wyliczajac jakobianowy
wyznacznik i zauwazajac, ze (0g/0x) |g = 0.

W celu udowodnienia drugiej tozsamosci pomnézmy wyznaczniki

of g | | ox 0w
9z oz of of | _ | M1 (12
of 9g dz Oy
dy dy dg dg a21 G929

gdzie

0f 0r 09 0x _ 0 _
Jdr 0f Ox 0g Ox
of 9y 99 0y _ 9y _
Ox Of 0Ox 0g Ox

ap =
Q12 =

Podobnie a9 = 01 a9 = 1.
T.15. Wystarczy pomnozy¢ wyznaczniki (lewa strona wzoru; podobnie jak
to robilismy w rozwiazaniu zadania T.14) i skorzystaé¢ ze wzoru na pochodna
funkcji ztozone;j:

af of oz Of Oy

ou Or Ou Oy du
T.16. Startujemy z I zasady w sformutowaniu dU =T dS — p dV. Z faktu,
ze dU jest rézniczka zupelna wynika miedzy innymi réwnos$é pochodnych
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mieszanych drugiego rzedu:

or.5) _ o, V) 9 V)
a(V,S) a(s,v) o,8)

Zalozmy, ze
a(p,V)
e 7"

Dzielimy dwa jakobiany i stosujemy twierdzenie o odwrotnosci jakobianu

(patrz zadanie T.14)
o, 5)  opV) _,_ oI5 oV.5) _IT,5)

oVv,8) = oV, S) oV, 5) a(p,V)  op,V)

co konczy dowdd.

T.17. Zastosujemy wzor na mnozenie Jakobianow (oraz wzor z zadania T.9)
_AT.S) _AT.S) dpV) dp.T) _ ‘ _Tov

s 0p.8) A V) ApT) . vl

oT
dp

T.18. Znow stosujemy (poznane w poprzednich zadaniach) wzory dla jako-
bianow:

op| OT| oV
Ty, oV, Ip |y

Ap,V) o(T,p) o(V,T)  9(T,p) o(V,p) O(V,T)
(T, V) a(V,p) d(p,T)  a(V,p) (T, V) d(p,T)
_oT,p) oT,V) _ O(T.p)

o(T,Vv) o(T,p) (T, p)

=-—1

Pozostate wzory dowodzimy za pomoca identycznej techniki.
T.19. Wyprowadzenie jest dosy¢ dtugie.

Etap I. Przepominamy sobie jedno ze sformutowan I zasady termody-
namiki (stuszne w przypadku gdy mamy do czynienia jedynie z praca obje-
tosciowa; patrz rozwiazanie do zadania T.4): DQ =T dS = Cy dT+ [g—g ‘T
p} dV oraz wzor udowodniony w zadaniu T.5, tzn. g—wT =T g—,f; v —p- Dla
procesu adiabatycznego (zakladamy wiec , ze dS = 0, S = const) automaty-

cznie otrzymujemy stad wzor dla pojemnosci cieplne;j:

8p oV

“=-To0| a7,

Etap II. Analogicznie wyprowadzamy wzér na pojemno$é cieplng przy
stalym ci$nieniu C):
oV | Op

Cp=T | =
P 9T aT |,
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Technika wyprowadzenia jest taka sama tyle, ze startujemy z nieco innego

sformulowania I zasady, a mianowicie z DQ =T dS = C, dI' =T ‘g—¥ dp
p
Etap III. Z powyzszych wzoréw dla stosunku C,,/Cy otrzymujemy

V| Op 2% v
ar | or ar e
& -7 5 _ P @ _ v _kr
Cv | av ol WVls av| s
oT oT oT dop
1% S 1% S

gdzie zastosowaliSmy tozsamosci jacobianowe

9p
o S _ a<paS) a(T,S) — 8(]7,5) — (a_v )_1 _
oT
S
oraz
v
Ty _ovip) 0,T) _0(V,T) _ oV
op o(T,p) o(V,p)  O(T,p) p |y
oT|
Etap IV
Stosujac wzory z zadari T.4. i T.5. otrzymujemy
i
ou ov dp| OV
Cp=Cv+ [av T”} or|, =" ar|, oT|, "
oV
p

i dalej stosujac tozsamos¢ T.18. do ilorazu z prawej strony otrzymane;j
rownosci (a takze wzory definicyjne dla a1 kr) otrzymujemy

B TVa?

T KT

ov|1* op
ar| | ov

Cp—C’V:—T[

Etap V. Pozostaje nam tylko jeszcze skorzysta¢ ze wzorow jakie otrzy-
malismy na C, — Cy oraz na C,/Cy i rozwiazaé je traktujac C, oraz Cy jako
niewiadome. Koncowy rezultat to wzory

TV o? TVa’kg
Cp =— (y=

(k7 — Kg) (kp — Kg)kr
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T.20. Korzystajac z rownosci pochodnych mieszanych drugiego rzedu rozpisu-

jemy lewsq strone réwnosci:
dCy| 0{88 } —Ti{ﬁ } _Ti{a(S,T)}
v or \ov i, J |y or | o(V,T)

v, T av\ar
Poniewaz z 1 zasady dla energii swobodnej dF = —S dT' — p dV wynika
rownosc

\%4

a(S,T) d(p, V)

oV, T)  oT,V)

wiec po podstawieniu mamy ostatecznie

_p 9 [9BV)
T oT | o(T, V)
co konczy dowdd.

T.21. Z zadania T.9. wiemy, ze (85/8T)|p = C,/T. Wiemy tez ze rozpa-
trujac wzor dU =T dS — p dV u réwnosé pochodnych mieszanych drugiego
rzedu mamy

82
— T—];
LT

\4

ar|  op| _ U U
vl dS|, aSaV 9V s
a wiec takze
av|  as
aTls dply

Tak wiec

(Gp/T)
dp

_ 005\ _ 0 (0s\_o( ov
» Op\oT) or\op) 9T\ oT
co bylto do okazania.

T.22. W zadaniu T.19. rozwazaliSmy prosty uktad dla ktéorego energia
wewnetrzna w mysl [ zasady spetniata relacje dU = T dS — p dV. Obecnie
(dla magnetyka, i bez pracy objetosciowej) bedziemy mieli dU = T dS +
H dM. Formalna analogia jest oczywista. Nasze rozwazania teoretyczne
prezentowane przy rozwiazywaniu (zadania T.19) mozemy zastosowaé bez
zmian do obecnego przypadku jezeli tylko wykonamy formalna zamiane zmiennych:
V' — M oraz jednoczesnie p — (—H). Jedynym dodatkowym zatozeniem
jest tutaj réwnolegtosé wektorow H i M co pozwala przejs¢ w iloczynie
skalarnym od wektorow do iloczynu dtugosci wektorow: DW = H - M =
H dM. Tak wiec nasze wyprowadzenie nie stosuje si¢ do przypadku ani-
zotropowych krysztatow magnetycznych, gdzie wektory H i M nie zawsze sg
rownolegte i gdzie koniecznym jest wprowadzenie tensoréw podatnosci.
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T.23. Mamy dwa adiabatycznie ostoniete (od otoczenia) zbiorniki gazu. W
pierwszym cisnienie, objetos¢, temperatura wynosza odpowiednio Vi, py, T}
a w drugim V5, po, Ts. Zakladamy, ze p; oraz osobno py sa stale przez caly
czas trwania procesu. Proces przeplywu gazu ze zbiornika numer jeden do
zbiornika numer dwa, przez przegode porowata (bez wykowywania pracy w
samej przegrodzie) jest procesem izo-entalpowym.

Dowod:

przy przejsciu pewnej infinitezymalnej ilo$ci gazu z 1 do 2 nastapi zmiana
energii wewnetrznej calosci. Proces jest adiabatyczny wiec dU — DW =
D@ = 0. Dla skoniczonych wartosci przepltywu bedziemy wiec mieli AU =
AUy — AUy = poAVy + p1AVy ezyli A(Us + poVa) = AUy + pi Vi) a wiee
udowodnili$my izoentalpowos¢.

Jezeli teraz chcemy znalezé ewentualng zmiane temperatury gazu przy
izoentalpowym rozprezeniu to powinnismy wyliczy¢ pochodna czastkowsa (8T/ ap) E

OH } oS

g 08 s) OH

_ o) on
, 0S| o

oT| (T, H) O(T,H) d(p,S) {8T

Wl O H)  0(p,S) dpH) \dp

p

Poniewaz w naszym przypadku dH =T dS + V dp, wiec

OH OH
— =T, —| =V
08 » op |4
Biorac to pod uwage otrzymujemy
orT aor 7] 1
= ={r7=| —y=\_=
Ip |3, { Ip s Cp} T

gdyz (8T/8S)p = T/C, (patrz zadanie T.9) oraz (9T /Op) ‘s = (T/C,) (oV/OT) !p

(patrz zadanie T.17).
Ostatecznie

or

dp

_or
w Op

_K_Z{a_‘/ _K}
s G G lor| T

Ten ostatni wzor bedzie podstawa calej dalszej dyskusji.
Po pierwsze dla gazu doskonalego speliajacego réwnanie stanu pV =

nRT mamy
or|, T’ oly Oplg C, C, T T

Innymi stowy zmiana ci$nienia przy stalej entalpii nie powoduje zmiany tem-
peratury gazu doskonatego.
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Dla gazéw rzeczywistych

oV Vv
Tl T T

p

a wiec (0T /0p) 5, moze by¢ dodatnie (obnizanie temperatury gazu przy ob-
nizaniu ci$nienia), ujemne (podwyzszanie temperatury gazu przy rozpreza-
niu), lub ewentualnie w izolowanych punktach zerowe. Ta szczegdlna tem-
peratura T; przy ktorej zachodzi

oT
3. =0

H

nazywa sie temperatura inwersji. Typowo dla wickszosci gazow dla tem-
peratur poczatkowych (w zbiorniku nr 1) wiekszych niz T; izoentalpowe
rozprezanie gazu prowadzi jedynie do ogrzewania sie gazu, ale dla temperatur
nizszych uzyskujemy efekt ochtadzania sie gazu.

Obecnie wyliczymy wartos¢ T; dla modelowego gazu Van der Waalsa
opisywanego réwnaniem (p + a/V?)(V — b) = RT (dla jednego mola). Stale
a,b (charakterystyczne dla danego gazu) przyjmujemy jako znane. Row-
nanie to mozna zapisa¢ rownowaznie jako réwnanie szescienne V3 — (b +
RT/p)V?+ (a/p)V —b(a/p) = 0 lub jako réwnanie p = RT/(V —b) — a/V>.
Praca z rownaniem sze$ciennym nie jest tak prosta jak praca z druga forma
tzn. z p = RT/(V —b) — a/V?% To z kolei sugeruje , ze korzystne dla nas
bedzie jesli jako zmienne niezalezne przyjmiemy 7T,V a p bedzie wyznac-
zone przez powyzsze rownanie stanu. Jesli wykreslimy na wykresie (p, V)
kolejne izotermy (dla réznych T') i przypomnimy sobie podstawy termody-
namiki do§wiadczalnej to jasnym sie staje ze skroplenie gazu Van der Waalsa
jest mozliwe dopiero ponizej temperatury krytycznej Ty, (uwaga: T i T; to
dwie zupelnie rézne temperatury !). Powyzej izotermy krytycznej wszystkie
izotermy bardziej lub mniej przypominaja hiperbole, za$ ponizej maja jedno
lokalne minimum i jedno lokalne maksimum. Na izotermie krytycznej lezy
punkt krytyczny w ktorym pierwsza i druga pochodna cisnienia po objetosci
zerujg sie (tzw. punkt przegiecia):

0*p

9p op
ov?

ov

=0
Tk

- Y
Ty

Podstawiajac do tych wzoréw réwnanie stanu Van der Waalsa natychmiast
znajdziemy, ze objetosé krytyczna (molowa; przy temperaturze krytycziiej
Ty) jest rowna Vi, = 3b. To z kolei pozwala wyliczy¢ (za pomoca znanych
a,b) cisnienie krytyczne p, = a/(27b%) i samg temperature krytyczna Ty =
8a/(27Rb?). Obliczone stale okaza sie za chwile przydatne.
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Wréémy jednak do wezesniejszego wniosku, ze dla gazu Van der Waalsa
korzystne jest przejscie do zmiennych niezaleznych V,T. Tymczasem nasze

podstawowe réwnanie
T {av B V}
w Gy LOT , T

wyrazone jest raczej za pomocg zmiennych p, T'. Nietrudno jest jednak
przejsé do zmiennych V, T jesli tylko przypomnimy sobie tozsamosci:

E)_T
dp

ar
v oV

o
P p

ov

op v
v Op

orT

oV dp
——1 lubi A
ub inaczej )

T

(poréwnaj zadanie T.18.) oraz trywialna tozsamosé

ovi| op| 1
op|p OV |,
Jesli wiec skorzystamy z nich otrzymujemy rownowazny (cho¢ nieco dtuzszy)
wzOr
T 1 ozn 1
or :——{v@ Lo }5’_‘/ 2 _A{_")‘_V }
I |4 Cy oV |, or\,J op|r Cp, Op |y

Dla temperatur powyzej temperatury krytycznej Scisliwos¢ izotermiczna jest
ujemna %—‘;!T < 0 wiec znak pochodnej %_:g‘ " bedzie identyczny jak znak
wyrazenia A\. Napisane jawnie A ma postac

v}

0
A= {V_p
Wyliczamy A dla réwnania Van der Waalsa. Jako przygotowanie wyliczmay

dp
T2
avl|,. "
pochodne:

L, aT

o 2 R o _ n
ovl|, V3 (V—=b2 0T|, V-0b
Podstawiajac do wzoru na A otrzymujemy
\ 2a  ORT
V2 (V= b)2

a wiec temperatura inwersji 7; zadana jest rownaniem
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Poniewaz interesuje nas zaleznos¢ temperatury inwersji 7; od cisnienia p;
(pierwszy zbiornik) powinni§my z tego réwnania wyeliminowaé¢ V' za pomoca
rownania stanu (Van der Waalsa). Jesli to zrobimy otrzymamy do kilku
przeksztatceniach rownanie kwadratowe w nowej (pomocniczej) zmiennej x

9 ozn

gdzie 2* = bRT;/(2a). Roéwnanie to ma postac:

4 1 p1b2
2
—srv+5(1+ =0
v gty To)
z rozwiazaniami

2 1 2
po 2yl 3mb

3 3 a

Po prostych (cho¢ ditugich i nudnych) przeksztalceniach otrzymujemy dla
T; wzor wyrazony za pomocg (wczesniej juz wprowadzonych) temperatury i
ci$nienia krytycznego T}, px

ﬂ:3Tk{1i 1—ﬂ}
Ik

Dla ci$nienia p; < 9pj istnieja wiec dwie temperatury inwersji. Nizsza na
ogot jest niefizyczna gdyz przypada na wykresie (p,T') w obszarze nie gazu
ale cieczy. Tak wiec jezeli gaz pod cisnieniem p; ma temperature 77 mniejsza

niz Tj:
T, < 3Tk{1+,/1 _ ﬂ}
Ipr

wtedy rozprezanie gazu powoduje obnizenie jego temperatury.

Jako ciekawostke podajemy kilka liczb dla azotu. Stale Van der Waal-

sowskie a, b dla azotu sg odpowiednio: a ~ 0.14 Pa m®/mol, b =~ 0.039 m?/mol.
Dla p; = 30 M Pa Van der Waals’'owska temperatura inwersji jest okotlo
T; =~ 300 K. Prawdziwa (doswiadczalna) temperatura inwersji jest wyraznie
mniejsza ~ 250 K. Dla niektorych gazéw Van der Waals’owska i prawdziwa
temepratura inwersji roznig sie nawet o czynnik 2. Dla cisnienia p; bliskiego
ci$nieniu atmosfrycznemu doswiadczalna temperatura inwersji dla wodoru
H;y wynosi —85°C a dla helu —248°C.
T.24. Wyliczymy pochodna czastkowa g—};‘ g~ Funkcja ta opisuje zmiang
temperatury T przy adiabatycznej i powolnej zmianie pola magnetycznego H
(proces jest adiabatyczny i przebiega przez stany rownowagi, czyli S =const),
a w szczegblnosci przy rozmagnesowaniu. Piszemy wiec

or|  o(T,S)  O(T,S) A(H,M) d(H,T)

OH|g  9(H,S) a(H,M) 0(H,T) d(H,S)
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1 zauwazamy, ze

a(T, S) O(H,T) T T

O(H, M) " O(H,S)  9S|, Cu

gdzie C'y to pojemnosé cieplna przy stalym polu magnetycznym H. (Oba
ostatnie wzory wynikaja z faktu, ze dla naszego systemu dU = T dS +
H dM. Poréwnaj analogiczne zadania T.16, T.17 — analogia wystepuje przy
jednoczesnej zamianie H na —p i M na V).

Ostatecznie wiec

or
OH

T ox
= Cy oT |,

T oM

. Cy OT

Problemem jest teraz zbadanie znaku g—fl a wiec rownowaznie znaku g—;ﬁ ‘ o

5
Znak pochodnej czastkowe] jest ujemny g—;‘,‘ g <0 (co za chwile udowod-

nimy) zatem z kolei 3—17; ¢ > 0 co mozemy interpretowac jako zmniejszanie
sie temperatury 7' przy zmniejszaniu sie pola magnetycznego H.
Obecnie udowodnimy wzor x(7') ~ 1/T i wynikajacy stad w szczegdlnosci

wzOr

ox
ar|,

Mianowicie startujemy ze wzoru dS = dU(T)/T—H dM/T. Czton dU(T)/T
jest rozniczka zupelna, dS tez jest rézniczka a wiec rowniez drugi czton
—HdM /T musi by¢ rézniczka zupelna co jest mozliwe jedynie w przypadku
gdy magnetyzacja jest funkcja jednej (a nie dwoch) zmiennych, a konkretnie
M =M(T,H)=V f(H/T) gdzie f oznacza pewna (a w zasadzie dowolna)
funkcje. Zwyczajowo (historycznie) zapisujemy to nie za pomoca symbolu f
ale za pomoca tzw. funkcji Langevine’a L:

M I MyH

M, ~“\ nRT
gdzie My oznacza magnetyzacje nasycenia (taka jaka panuje przy nieskoncze-
nie silnym polu magnetycznym), R to uniwersalna stala gazowa a n oz-
nacza liczbe moli paramagnetyka (n wystepuje tu w zastepstwie objetosci

V). Zwro¢my uwage, ze argument funkcji L jest bezwymiarowy - tak zreszta
go nalezato skonstruowac.
d
0

~(=1/T* <0

Dla wysokich temperatur i/lub stabych pol mamy

ozZn MH dL
T = néT << 1, oraz M%MOlL(O)—i—%
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Dla substancji paramagnetycznej z definicji (paramagnetyka) mamy L(0) = 0
a wiec

dL| MyH
M ~ My—
O dx o NRT
Wyliczamy podatnosé
1 oM My dL| M,
XSV eH|,,  V dx|, nRT

Jezeli L monotonicznie rosnie ze wzrostem H (sensowne zalozenie fizyczne dla

idealnych i dla realnych paramagnetykow) to mamy do czynienia z dodatnia

pochodna %‘ o > 0. Stad ostatecznie wynika, ze dla niezbyt duzych pol
x MG (dL

magnetycznych:
—| = - — <0
oT' |, nV RT? \ dx 0>

T.25. Mamy dU =T dS — p dV + E dP gdzie pola elektryczne i catkowita
polaryzacja oznaczone sa jako E = |E|, P = |P| oraz gdzie pola E, P
dla uproszczenia sa traktowane jako rownolegle (co nie musi byc prawda
w monokrysztatach dielektrycznych o odpowiednio niskiej symetrii krystal-
icznej). Z rownosci pochodnych mieszanych mamy

_Op| _OE
OP|.,. OV

V.S PSS

co dowodzi naszej tezy.

T.26. Praca wykonana przy rozcigganiu gumy jest DW = f(x,T) dx gdzie
f to sita naciagu, = to wydtuzenie (dla f = 0 mamy x = 0). Zamiast
rozwazaé energie wewnetrzng U i rownosc dU = T dS + f dx wygodniej (w
obecnym przypadku) jest rozpatrzy¢ funkcje termodynamiczng zdefiniowana
jako G Yy -—185-— fx. Dla G mamy dG = —S dT — x df a wiec rownosci
krzyzowe (tozsamosci Maxwella) beda

08 Ox

—| === <0

of |, 0T f
gdzie z zalozenia zadania przyjelisSmy, ze g_}q‘T < 0. Tak wiec termiczny
wspOtezynnik rozszerzalnosci liniowej gumy (przy stalym naciagu) g—i} P tez

jest ujemny, tzn. gdy T ro$nie to x maleje.
T.27. Poniewaz funkcja G jest ekstensywna wiec dla dowolnej statej rzeczy-
wistej A > 0 mamy

AG(pv T7 ni, n?) = G(p7 Tv >\n17 )\712)
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Ro6zniczkujemy stronami po A ta tozsamosé

aG(pa T7 /\nh An2)

G(p7 T7 nla”?) = Z

i=1,2

p,T

i ktadziemy na konicu A = 1 co prowadzi do wzoru

Gzzg_inizzluini

gdyz ze sformutowania I zasady dG = —S dT'+ V dp + ), p; dn; wynika

oG
8717;

p,T

T.28. Przy zatozeniu, ze pojemnos¢ cieplna 100 g wody C' jest stata (i nieza-
lezna od T', V') zachodza wzory U; = C T} + const oraz Uy = C' Ty + const.
Poniewaz AU; + AU, = 0 wiec tempratura po zmieszaniu T} jest rowna
Ty = 3(Ty + T») = 325 K. Przyjmijmy teraz, ze entropia 100 g wody w tem-
peraturze T, = 300 K wynosi S5 i jest znana. Jesli pojemnik nr 1 poczatkowo
ma temperature T a potem pogrzejemy wode (bez wykonania pracy) do T}
to entropia konicowa S; wody (o temp. Ti; przy naszych uproszczajacych
zalozeniach tzn. C = const) moze by¢ latwo wyliczona wyliczona przez
scalkowanie wzoru dS = DQ/T = CdT/T a wiec:

T
e Ty

51252+/ —dT:SQ+ClD(—)
mn 1 T,

Entropia calosci S jeszcze przed wymieszaniem wynosi wiec
T

Sr=8+S5=2%+C (—1)
T

W podobny sposéb mozemy wyliczyé entropie catego uktadu Sy juz po
wymieszaniu (200 g wody o temperaturze T},) rozwazajac 200 g wodu poczatkowo
w temperaturze T i podgrzewajac owe 200 g do koncowej temperatury 7.
Tak wiec

T ¢ " T\ >
S = 2{52+/TQ TdT} =25, +2C In (E) =25, +C In (ﬁ)

Zmiana entropii w wyniku zmieszania AS = S;; — S; wynosi wiec

(Th +T2)2] >0

AS=C In [ T
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a wiec proces musial by¢ nieodwracalny. Dodatniosé¢ logarytmu (powyzej)
dla podanych w temacie zadania danych dowodzona jest elementarnie (na
poziomie algebry ze szkoly $redniej).
T.29. Poprowadzimy proces wyrownywania sie temperatur odwracalnie, wlacza-
jac silnik korzystajacy z wody cieplejszej jako zbiornika grzejnego i z wody
chltodniejszej jako zbiornika chtodniczego. W ten sposoéb czesé energii zostanie
odprowadzona (jako praca silnika) za zewnatrz i zmagazynowana. Proces ten
bedziemy prowadzili tak dtugo az temperatury wody wyréwnaja sie. Na razie
nie wiemy jaka bedzie temperatura koncowa (i ile pracy wykona nasz silnik).
Oznaczmy ta nieznang tempetrature jako 7p.

Podobnie jak w zadaniu T.28 (pod tymi samymi zalozeniami) mozemy
wyliczy¢ zmiane entropii 100 g wody przy oziebieniu od 7 do Tj:

I o Ty
AS :—/ —deC’ln(—).
! n T T

oraz zmiane¢ entropii 100 g wody po ogrzaniu od T, do Tj:

e T,

Jesli proces byt faktycznie odwracalny a silnik pracowat cyklicznie (i w sposéb
odwracalny, a wiec nie wytwarzal dodatkowej entropii) to catkowita zmiana
entropii catego systemu, tzn. grzejnicy + chtodnicy + silnika powinna by¢
zerowa, tzn.

T2
AS] 4+ ASy + ASiiniva = AS] + ASy +0=C In 0 ) =0
Ty

a stad wynika natychmiast , ze Ty = +/T115. Oczywiscie widzimy natychmi-
ast, ze Ty < Ty, = (11 + T2)/2 gdyz czes¢ energii zostala zmagazynowana na
Zewnatrz.

Obliczmy (z bilansu energii) ile ciepla z grzejnicy musial przeksztatcié
nasz silnik na prace (zmagazynowana na zewnatrz):

Q| = |2C (To—Tk)\ =C (\/:71—\/:72)2

Mozemy jeszcze postawic sobie dosy¢ narzucajace sie pytanie w jaki sposéb
mogliby$my zademonstrowaé¢ odwracalnosé¢ procesu, tzn. jak spowodowad
aby sam uktad i otoczenie wrocity do swego stanu pierwotnego 7

Jakosciowa odpowiedZ na to pytanie jest prosta. Otéz pomiedzy dwa
zbiorniki wody o temperaturze T, mozemy wstawié¢ tzw. pompe cieplng
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(napedzany z zewnatrz silnik Carnota pracujacy w odwrotnym niz normal-
nie kierunku, tzn. pracujacy jako lodéwka - przenoszacy ciepto z chtod-
niejszego zbiornika do cieplejszego). Do napedzania pompy cieplnej uzy-
jemy zmagazynowanej energii (tej ktora uprzednio zmagazynowaliémy na
zewnatrz, np. w postaci energii potencjalnej). Pompa cieplna pracujac zuzyje
cala zmagazynowa energie (a wiec otoczenie ukltadu wroci do stanu pierwot-
nego) i spowoduje, ze jeden zbiornik ochtodzi sie do temperatury 75 a drugi
ogrzeje do temperatury T3 ( czyli tez wroca do stanu pierwotnego).
T.30. Przyktadem maszyny cieplnej pracujacej w sposob periodyczny (cyk-
liczny) 1 kwazistatyczny jest maszyna pracujaca na zasadzie cyklu Carnota.
Dla ustalenia uwagi mozna ja sobie wyobrazi¢ jako cylinder zakoniczony ttok-
iem i wypelniony gazem doskonalym. Oprécz cylindra mamy dwa nieskoriczene
pojemne zbiorniki ciepta: tzn. grzejnice (o temperaturze 7)) i chtodnice (o
temperaturze 15 przy czym T > Th

Jeden pelny cykl wyglada nastepujaco:
/1/ Pierwsza faza cyklu:

cylinder kontaktujemy z grzejnica. Gaz doskonaly (w cylindrze) pobiera
ciepto ()1 w sposob kwazistatyczny i izotermiczny, rozpreza sie i wykonuje
przy tym prace Wi. Energia wewnetrzna gazu zmienia sie od wartosci U; do
wartosci Uy

Z punktu widzenia cylindra praca jest ujemna (oddawana na zewnatrz),
a ciepto dodatnie (cylinder je zyskuje).

Tak wiec pierwsza faza cyklu to izoterma T = const. Zgodnie z I zasadg
termodynamiki mamy

Wy =—-Q1+ (U —Uh)

/2/ Druga faza cyklu: cylinder odlaczamy od grzejnicy i izolujemy adia-
batycznie od otoczenia. Pozwalamy aby gaz doskonaly nadal si¢ rozprezat
(przemiana adiabatyczna) wykonujac prace W tak dlugo az jego temper-
atura spadnie do wartosci Ty (identycznej z temperatura chlodnicy). W tej
fazie mamy:

Wy = (Us — Us)

Podobnie jak fazie /1/ W jest ujemne (tzn.,z punktu widzenia cylindra; przy-
pominamy ponadto, ze ciepto jest tozsamosciowo réwne zeru bo przemiana
jest adiabatyczna).

/3/ Trzecia faza: cylinder kontaktujemy z chtodnica - obecnie moze on odda¢
ciepto Q)3 do chlodnicy (strata ciepta przez cylinder — dlatego znak @y jest
ujemny). Sprezamy gaz (teraz my wykonujemy prace Ws - dostarczamy ja do
cylindra dlatego traktujemy ja jako dodatnia). Sprezanie gazu dokonujemy
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w sposoOb izotermiczny kwazistatyczny (1» = const). W tej fazie mamy:
W3 = —=Q2+ (Us — Us)

Proces sprezania gazu powinnismy zakonczy¢ w takim momencie aby nastepu-
jace po nim kolejne sprezenie (adiabatyczne) zamkneto cykl, tzn. doprowadzilo
cylinder do stanu poczatkowego (tuz przed fazg nr.1)

/4/ Czwarta faza: cylinder odtaczylismy od chlodnicy, zaizolowalismy adia-
batycznie i nadal sprezamy gaz, tym razem w sposob adiabatyczny wykonujac
prace W, > 0 i doporowadzajac ostatecznie do tego ze temperatura wzasta
od T3 do poczatkowej temperatury 7. W tej fazie mamy

Wy = (Uy —Ui)

Z bilansu pracy (dodajemy cztery powyzsze rownania stronami) otrzymu-
jemy prace catkowita Wy, ktora jest ujemna, tzn. praca wykonywana przez
cylinder w fazie nr 1 i nr 2 (przy rozprezaniu) przywyzsza wartoscia prace
ktora musielismy wtozy¢ w fazie 3 i fazie 4 na sprezenie gazu

Wit = Wi+ Wo+ Wy +Wy=[—Q1 4 (U —Uy)] +
[(Us = Us)] + [ = Q2+ (Us = Us)] + [(U1 = Us)] = —(Q1 + Q2)

gdzie Wi <0, Q1 >0, Q2 <0.
Sprawnos¢ silnika 7 definiowana jest jako ta utamkowa czesé ciepta z
grzejnicy, ktora zostata zamieniona w uzyteczng prace jest

. df |Wiot| _ Q1+ Qs
1 Q-

Wartos¢ 1 miesci sie w przedziale od zera do jednosci.

Zastosujemy teraz II zasade termodynamiki. Poniewaz po calym cztero-
fazowym cyklu stan poczatkowy gazu jest identyczny jak byl na poczatku i
cykl byl prowadzony w sposéb kwazistatyczny (odwracalny) wiec catkowita
zmiana entropii AS;,; gazu w cylindrze plus otoczenia jest réwna zero:

AStOt = Asg + ASch + Asgaz = 0

gdzie Sy, Sen to entropia grzejnicy i chlodnicy odpowiednio, a ASy,. to ze-
rowa (z zalozenia cyklicznodci) zmiana entropii gazu w cylindrze. Tak wiec
jezeli zbiorniki ciepta sa nieskonczone i pobieranie z nich lub oddawanie do
nich skoriczonych ilosci ciepta nie zmienia w zauwazalny sposéb) ich temper-
atury (77, T = const) co wezesniej zalozyliSmy to

D Qg D Qch o _% . @

+

=ASi = A ASe, = =
0 Stot Sy + ASeh, T, T T T
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Zmaki minus w ostatniej rownosci powyzej pojawily sie z tego powodu ze
(), cieplo oddane przez grzejnice (ujemne z punktu widzenia grzejnicy) i
cieplo Q)1 przyjete (z grzejnicy) przez gaz w cylindrze sa sobie réwne na
modul i przeciwne znakami, tzn @), = —Q;. Podobnie Q. = —Q2. Z
ostatniego wzoru wnioskujemy ze Q2 = —Q175 /T co podstawione do wzoru
na sprawnos¢ daje ostatecznie

L -1
= Tl

Ui

Pozostaje pytanie jak zobrazowa¢ w sposob pogladowy odwracalno$é cyklu
Carnota.

Ot6z mozemy zmagazynowaé (np jako energie potencjalna, na zewnatrz)
prace W,,;. Uzyjemy jej ponownie (tej energii) do napedzania pompy cieplnej,
ktora mozemy wstawi¢ pomiedzy grzejnice i chlodnice. Pompa cieplna to
napedzany z zewnatrz silnik Carnota pracujacy w odwrotnym niz normalnie
kierunku, tzn. jako lodéwka - przenoszacy ciepto z chtodniejszego zbiornika
do zbiornika cieplejszego. Pompa cieplna pracujac zuzyje cala uprzednio
zmagazynowsa energie (a wiec otoczenie uktadu wroci do stanu pierwotnego)
i spowoduje, ze z chtodnicy zostanie zabrane cieplo o wartosci |Qq| a do
grzejnicy wplynie ciepto o wartosci |Q1] czyli oba zbiorniki wréca do stanu
pierwotnego.

T.31. Przedyskutujemy obecnie odwrotny cykl Carnota. Bilans energii i
pracy przeprowadzimy z punktu widzenia pompy cieplnej (czyli jak poprzed-
nio — cylindra z gazem doskonatym).

/1/ Pierwsza faza cyklu:

cylinder kontaktujemy z jakim§ zbiornikiem ciepta na zewnatrz domu
(woda w stawie, powietrze itp) o temperaturze 77 = 270 K.

Gaz doskonaly (w cylindrze) pobiera ciepto @1 w sposob kwazistaty-
czny 1 izotermiczny, rozpreza sie i wykonuje przy tym prace W;. Energia
wewnetrzna gazu zmienia sie od wartosci U; do wartosci U,

Z punktu widzenia cylindra praca jest ujemna (oddawana na zewnatrz),
a ciepto dodatnie (cylinder je zyskuje).

Tak wiec pierwsza faza cyklu to izoterma 77 = const. Zgodnie z I zasada
termodynamiki mamy

Wy =—-Q1+ (U —Uh)

/2/ Druga faza cyklu: cylinder odtaczamy od grzejnicy i izolujemy adiabaty-
cznie od otoczenia. Sprezamy gaz adiabatycznie wykonujac prace Wy tak
dlugo az jego temperatura wzrosnie do wartosci T (identycznej z temper-
atura domu; uwaga T > 17 — jest to odwrotnie niz w normalnym cyklu
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Carnota ). W tej fazie mamy:
Wy = (Us — Uy)

Wy jest dodatnie - to my dostarczamy prace (silnik napedzajacy pompe
cieplna) czyli silnik ja zyskuje.

/3/ Trzecia faza: cylinder obecnie moze oddaé cieplo Qs (strata ciepta przez
cylinder — dlatego znak y jest ujemny) wprost do systemu ogrzewajacego
nasz dom (np do kaloryferow). Silnik napedzajacy pompe cieplng nadal
spreza gaz doskonaty w cylindrze (prace W3 - dostarczamy do cylindra, dlat-
ego traktujemy ja jako dodatnia). Sprezanie gazu dokonujemy w sposob
izotermiczny kwazistatyczny (T, = const). W tej fazie mamy:

W3 =—Q2+ (Us — Us)

/4/ Czwarta faza: odtaczony cylinder, izolowany adiabatycznie; gaz w cylin-
drze rozpreza sie w sposob adiabatyczny wykonujac prace Wy, < 0 i do-
prowadzajac ostatecznie do tego ze temperatura zmienia si¢ od 75 do tem-
peratury 1. W tej fazie mamy

Wy = (U — Uy)
Bilans pracy, analogicznie jak w zwyklym cyklu Carnota jest:

Wit = Wi+ Wo+ Wy + Wy=[—Q1+ (U —Uh)] +
(Us =) + [ = Qo+ (Us = Us)] + [(U1 — Usy)] = —(Q1 + Q2)

gdzie Wi >0, Q1 >0, Q2 <O0.
Sprawnos¢ ogrzewania domu 7,omp, definiowana jest jako

" ﬁ‘ Q2 }: QQ ’
pompa Wiot Q1+ Q2

czyli okresla jaki jest iloraz ciepta wydzielonego przez pompe do srodka
domu przez wydatkowang prace (potrzebna do napedzania pompy) za ktora
placimy.

Zastosujemy teraz Il zasade termodynamiki. Poniewaz po calym cyklu
stan poczatkowy gazu (w cylindrze) jest identyczny jak byl na poczatku i
cykl byt prowadzony w sposob odwracalny wiec catkowita zmiana entropii
AS;; gazu w cylindrze plus otoczenia jest rowna zero:

AStOt = ASl —|‘ ASQ + Asgaz = O



41

gdzie ASy, AS; to zmiany entropii na zewnatrz domu i w $rodku domu
odpowiednio, a ASy,. to zerowa (z zalozenia cyklicznosci) zmiana entropii
gazu w cylindrze. Dalej mamy (analogicznie jak dla normalnego cyku Carnota)

O:AStOtZA51+ASQZ————

1 ostatecznie
0 — | QT
PP Wi T, — Ty

Inaczej mozemy zapisaé¢ to w rownowazny sposob jako

T 295
= Wi = |Wiot| == Wio
Qo = (W t|T2 T Wit 25 >> |Wig|

Oznacza to ze cieplo przekazane do wnetrza domu za posrednictwem pompy
cieplnej () jest duzo wieksze niz energia wydana na napedzenie silnika W;;.
Nieoptacalne byloby wiec uzycie energii elektrycznej Wy, z bezposrednia jej
zamiang na ciepto (piec elektryczny) gdyz wtedy ciepto przekazane do ogrza-
nia domu bytoby doktadnie rowne |W,;y|.

T.32. Poniewaz pokdj jest ostoniety adiabatycznie musi by¢ spetniona nieréwnosé
ASiot = ASporojut ASwedy > 0. Rownosé zachodzi tylko w procesach kwazis-
tatycznych (odwracalnych).

Obliczny ASyeay. Ciepto oddawane przez wode przy ochladzaniu i ob-
nizeniu temperatury o d7T" jest DQQ = —C dT (znak minus bo woda traci
cieplo). Cieplo te jest przekazywane pokojowi. Razem przekazane zostanie
Q| = |C (T, — T})|. Poniewaz AS,0q4, zalezy tylko od stanu poczatkowego
i koricowego wody (niezaleznosé¢ od drogi procesu) wiec mozemy obliczy¢
ASyoay Przyjmujac , ze chtodzenie przebiegato kwazistatycznie:

e T,
ASwody = _/Tk TdT =—C In (Tk) <0

Zalozmy, ze pokdj jest nie tylko ostoniety adiabatycznie ale i izolowany. Za-
t6zmy takze, ze zachodza w nim tylko procesy kwazistatyczne. Wtedy

B DQ | T,—Tk
ASpokogu — / T =C Tp

Zatem

T, — Ty
T

P

T
AStOt - ASPOkOjU + ASwody =—CIn (77;0) +C
k
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Poniewaz
T T, — T\ T, — Tk
In{=2)=In(1 P ~ P
! (Tk) n( - T, ) T,
wiec
T, — Tk T, — Tk
AS ~ —C L C =L 0
tot T + T, <

gdyz T, > T}. Zatem ochtodzenie wody jest niemozliwe przy naszych za-
tozeniach , tzn. gdy pokdj jest uktadem ostonictym adiabatycznie oraz
izolowanym. Od strony technicznej zauwazamy, ze dzieje sie tak dlatego,
ze zmiana entropii pokoju ASp,ej. jest zbyt mata na to aby skompensowac
ujemny przyrost entropii wody.

Zrezygnujmy wicc z zatozenia o izolacji pokoju. Musimy doprowadzi¢ do
tego aby AS,ok0ju bylo nieco wieksze. W tym celu mozemy np. doprowadzi¢
do pokoju z zewnatrz prace W. Praca ta postuzy nam (przyktadowo) do
napedzenia pompy cieplnej, ktéra doprowadzi do ochtodzenia wody. Jakkol-
wiek proces bedzie przebiega¢ ostatecznie cata praca zmieni sie na ciepto
Qw = W. Przypominamy, ze pokéj jest nadal ostoniety adiabatycznie |
ale nie jest juz izolowany (stad niezerowa praca W). Jedli tak i jesli pompa
cieplna pracowata w sposob kwazistatyczny to nowy przyrost entropii pokoju
bedzie

Agmowy :CTp_TK +QW _ C(T,—Tk)+W
pokequ T, T T

p p p

Tak wiec w obecnym przypadku nieréwnosé¢ AS;,; > 0 moze byé¢ spelniona
jezeli tylko

— T,
W CTp{ln <_) - 1} ez
T
Zatem najmniejsze mozliwe W potrzebne na kwazistatyczne ochtodzenie
wody jest rowne okoto jednej tysiecznej kilowatogodziny

— T,
W nin = CT), [ln (%) — 1] + CTy, =~ 0.001 EWh
k

Zauwazmy, ze gdyby$my probowali zwiekszy¢ entropie pokoju przez dostar-
czenie z zewnatrz nie pracy ale ciepta to nie unikniemy sporych trudnosci. W
takim przypadku wyliczajac AS;,; musielibySmy miedzy innymi uwzgledni¢
dodatkowo zmiane entropii na zewnatrz pokoju !

Analizujac nasze rozwiazanie i przyjete ostatecznie zalozenia przypominamy
sobie, ze zaktadaliémy, ze w pokoju (z ewentualnym wykluczeniem wody) za-
chodza procesy kwazistatyczne. Jednakze zgodnie z uogdlnieniami zasady
wzrostu entropii, z ktéorymi mamy do czynienia w pelnym sformutowaniu II
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zasady termodynamiki orzekamy ,ze nasz wynik jest prawdziwy takze dla
przypadku gdy w pokoju zachodza procesy niekwazistatyczne.
T.33. Zalozmy statosé temperatury i cisnienia. Nieobjetosciowa praca maksy-
malna wykonana przez ogniwo w czasie w ktérym przereagowal 1 mol srebra
jest r6wna W, = FE gdyz przereagowanie 1 mola srebra oznacza przeptyw
tadunku elektrycznego réwnego statej Faradaya F.

Teraz zauwazamy (stosujac zasade pracy minimalnej dla przypadku p, T' =
const), ze

Woinae = AG

gdzie G to entalpia swobodna uktadu. Z zadania T.27. wiemy, ze G mozemy
wyrazi¢ za pomocg potencjaléw chemicznych i ilosci moli poszczegolnych
sktadnikow uktadu: G =, ;n,. Dlatego mozemy napisaé bilans dla komor
A1iB:

AGy = pa(Ag") — p(Ag) + u(NO3)
AGp = —pup(Agh) + u(Ag) — u(NOy)

gdzie u(Ag) oznacza potencjal chemiczny metalicznego srebra w elektrodzie
A i w elektrodzie B (taki sam, bo zalezny jedynie od p, T). Podobnie
u(NO;3) oznacza potencjal chemiczny jonow NO; ktory jest taki sam w
obu komorach. Dzieje si¢ tak dlatego, ze przegroda jest przepuszczalna dla
jonow NOj a jesli tak to w warunkach réwnowagi termodynamicznej potenc-
jaty chemiczne p(NO;5) w komorach A i B musza si¢ wyrowna¢. W koricu
mamy rézne po obu stronach potencjalty pa(Ag™) i up(Ag™) gdyz przegroda
nie jest przepuszczalna dla jonéw metali (a wiec potencjaly chemiczne po
obu stronach nie wyréwnuja sie). Znaki plus i minus w powyzszych rowna-
niach bilansu wskazuja przyrost masy (plus) wzglednie jej ubytek (minus) w
poszczegblnych komorach ogniwa.
Tak wiec zmiana catkowitej energii swobodnej Gy, jest

AG’t‘ot - AC;’A + AG’B = MA(A9+) - MB(Ag+) = Wmaa: =FE

skad wynika wzor podany w temacie zadania.
T.34. Jezeli stezenie cukru w wodzie bytoby zerowe wtedy entalpia czystego
rozpuszczalnika Gy = Ny gdzie N to liczna czasteczek H.O (potencjal
chemiczny okreslony jest tutaj w odniesieniu do jednej czasteczki; normalnie
definijemy p w odniesieniu do jednego mola substancji).

Zgodnie z zalozonym w temacie zadania modelem calkowita entalpia swo-
bodna roztworu n czasteczek glukozy rozpuszczonych w N czasteczek wody
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jest nastepujaca:

G=Gy+G1=Npy+napT,N)+kTIn(n!) =
n n
~ f(p7T)} = Npo(p, T') + nkT In (N) +np(p,T)

Nupg +n kT ln{N

gdzie zastosowalismy wzor Stirlinga (tzn. In(n!) ~ nln(n) co jest stuszne dla
n >> 1) i gdzie zamiast nieznanej funkcji o wprowadzilismy (réwnowaznie)
inng nieznang funkcje f oraz gdzie p = In(f). Stezenie roztworu definiujemy
jako ¢ =n/N.

Wyliczmy obecnie potencjal chemiczny rozpuszezalnika (wody) w obec-
nosci substancji rozpuszczonej (glukozy) p = (0G/ON) czyli:

oG n
H= ON po(p, T) — kTN

Z warunkow réwnowagi termodynamicznej wynika, ze jezeli mamy dwa rozt-
wory o réznych stezeniach oddzielone btong przepuszczlana tylko dla roz-
puszczalnika to potencjatly chemiczne rozpuszczalnika po obu stronach btony
musza byc rowne:

ny U]
T) —kT\— = 1) — kT5—
Mo(ph 1) 1N1 uo(pz, 2) 2N2

gdzie indeksy 1,2 odnoszg sie do pierwszego i drugiego roztworu. Poniewaz
mamy tylko jedna temperature Ty = T, =" T wiec z powyzszego wzoru

otrzymujemy nastepujacy wzor dla réznicy stezen Ac = ny /N1 — ngy/Ns:

0
ETAc = Mo(PhT) - ,uo(pzaT) ~ 8ip° Ap

gdzie Ap =" p; — p, to ci$nienie osmotyczne. Wykazalismy wiec, ze cignienie
osmotyczne jest proporcjonalne do réznicy stezen i do temperatury:

Ap ~ (kT Ac)

T.35. Stan poczatkowy n moli gazu doskonalego (przed usunieciem prze-
gody) charakteryzuje sie entropia:

Spoc: = Cy In(T') +nR In(V') + const

gdzie Cy to pojemnosé cieplna gazu (przy stalej objetosci).
Po usunieciu przegrody ta sama liczba moli zajmuje objetos¢ 2V. Tem-
peratura jest nadal ta sama (tzn. 7T') co wnioskujemy z tego, ze energia
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wewnetrzna koricowa Uy, 1 energia wewnetrzna poczatkowa U, sa takie

same. (Oczywiscie zakladamy, ze uktad jest izolowany adiabatycznie i ze

przy usuwaniu przegrody gaz nie wykonywal zadnej pracy). Poniewaz dla
ozn

gazu doskonatego U = C, T' wiec Tpoe: = Thon = 1.
W takim razie entropia stanu koncowego bedzie

Skon = Cy In(T) + nR In(2V') + const

(cze8¢ wzoru oznaczona przez const jest taka sama dla Sie, jak dla Spec.)
Roznica entropii

AS Z" Skon — Spocz = nR In(2) > 0

Proces musial wiec byé nieodwracalny.
T.36. /1/ Na wykresie p, T linia oddzielajaca faze ciekta od fazy statej (16d)
wyraza jaka$ nieznang nam funkcyjna zalezno$é cisnienia réwnowagi faz od
temperatury; oznaczymy ta nieznang funkcje jako p12(7T'). (Uwaga: linia ta
okreslana jest jako linia przejscia fazowego I rodzaju). Zauwazamy ponadto,
ze dla dwoch faz jednego tylko sktadnika w réwnowadze termodynamiczne;j
tylko jeden parametr (temperatura 7)) jest swobodny. Drugi parametr —
ciSnienie p jest juz automatycznie wyznaczony przez temperature. Fakt ten
przyjmujemy obecnie jako wynik doswiadczenia, ale niezaleznie mozemy go
uzasadni¢ rozwazajac tzw. regule faz Gibbsa.

Rozwazmy teraz dwa punkty: (p,7T) oraz potozony nieskonczenie blisko
(p + dp, T + dT') — oba lezace na tej samej krzywej rownowagi p12(7). Z
warunkow réwnowagi mamy

G(p,T) = g2(p,T), oraz gi(p+dp,T+dT") = go(p+dp, T + dT)

Infinityzemalne przyrosty molowej entalpii swodobnej mozemy wyrazi¢ postugu-
jac sie odpowiednim sformulowaniem I zasady termodynamiki, tzn.

dgi = gi(p+dp, T +dT) — g1(p,T) = —s1(p, T) dT + v1(p,T') dp

gdzie s1, v; to odpowiednio entropia molowa i objeto$¢ molowa fazy numer
1. Analogiczny wzor zachodzi dla fazy numer dwa.

dgs = g2(p+dp, T +dT') — g2(p, T) = —s2(p, T) dT + vo(p,T) dp

Podstawiajac, oba te wzory do dg; = dg, otrzymujemy po trywialnych
przeksztalceniach:
dp12 S22 — 851

dT Vg — U1
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Bardziej uzyteczna forme powyzszego roéwnania uzyskamy zauwazajac, ze
S9 — §1 mozna wyrazi¢ za pomoca tatwo mierzalnego ciepta utajonego ¢
przemiany fazowej 1 — 2. Przypominamy sobie bowiem wzor DS = DQ/T
ktory w warunkach przejscia fazowego I rodzaju zachodzacego w ustalonej
temperaturze T' po scatkowaniu daje

@2

T
Ostatecznie otrzymujemy, tzw. rownanie Clapeyrona - Clausiusa:

AsS = 89 — 51 =

dp12 q12

dT B T(Ug — ?Jl)

Dla matych przyrostéw temperatury AT i cisnienia p rownanie Clapeyrona
- Calusiusa moze by¢ napisane jako

Apiz 412
AT T(UQ — ’Ul)

Pozostaje nam podstawi¢ odpowiednie dane i wyliczy¢ szukana zmiane
AT dla zmiany ci$nienia Apy; = 10° Pa. Z tablic znajdujemy , ze g5 dla
normalnych warunkow (dla 7' = 273.2 K) wynosi okoto 5976 J na mol. Dalej
wiemy, Ze objeto$é molowa wody jest w przyblizeniu v; = 18 x 107°m =3 a po
zamarznieciu v, jest wieksze o okoto 9 %. Tak wiec v —v; ~ 1.62x 1076 m =3,
Ostatecznie Apjo/AT ~ —1.3 x 107 [Pa/(m? K)| a stad otrzymujemy, ze
szukane AT w przyblizeniu wynosi -0.0077 K.

/2/ Wiemy juz, ze Apia/AT ~ —1.3 x 107 [Pa/(m? K)] i przyjmujemy
Ppotr ~ 0. Jezeli przyjmiemy wiec, ze

Apiz = 10° Pa — ppotr = 10° Pa > 0, AT = 273.2K — Tpor, < 0

to automatycznie uzyskujemy stad Tj,q, = +0.0075 ° C.

T.37. Przypominamy, ze pochodne czastkowe drugiego rzedu sa na ogot
nieciggte w punkcie przejscia fazowego II rodzaju. Pochodne te mozemy
wyrazi¢ za pomoca prostych (fizycznie mierzalnych) wspotezynnikow, a konkret-
nie poprzez molowg pojemnosc¢ cieplng przy stalym cisnieniu C,, temperatur-
owy wspotczynnik rozszerzalnosci objetosciowej o oraz wspoétezynnik Scisli-

Pg_ 0 (og|\__(95) __G
or?2  oT or |, N an_ T’

woscl k:

9’9 0 (0g [ OvY o
3 = onlanl,) = (3), %
g 0 (09| N\ _ [0V om
8T8p_8_T<8_pT)—<8_T>T_aU’
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Przypomnijmy sobie ponadto ze funkcja g i jej pochodne pierwszego rzedu a
wiec s oraz v sa ciagte w punkcie przejscia. Jesli wiec wprowadzimy wskazniki
112 dla faz numer jeden i numer dwa, to w samym punkcie przejscia fazowego
mailny 31(p7 T) = 32(p7 T) oraz Ul(pa T) = U2(p7 T)

Teraz rozwazmy na diagramie fazowym punkt o wspoélrzednych (p +
dp, T'+dT lezacy na krzywej przejscia fazowego nieskoriczenie blisko poprzed-
niego punktu (p,T"). Z ciagltosci entropii i objetosci molowych mamy wiec

si(p+dp, T+ dT) — s1(p,T) Z ds, = dsy = so(p+dp, T + dT) — sa2(p, T),
Ul(p + dp7T + dT) - Ul(pa T) Oén dvl - va Ogl UQ(p+ dp7T + dT) - U?(pu T)

Pierwsze z tych rownan po rozpisaniu daje

051 0s;

ds; = o7 pdT + T po =Cp dl' — Tayvy dp =
882 882

d82 — a_T pdT + a_p po = Cpg dT — TO(Q'UQ dp =

gdzie skorzystaliSmy z pierwszego kompletu wzoréw podanych na samym
poczatku rozwiazania. Ostatnie rownanie po uwzglednieniu rownosci vy (p, T') =
ve(p, T') sprowadzamy do postaci

dpl? _ CYpl - C’p2
dT T v (g — as)

gdzie przez dpis oznaczyliSmy infinitezymalny przerost ci$nienia na krzywej
przejscia fazowego spowodowany infinitezymalnym przyrostem temperatury
dT'. Tak otrzymalidémy pierwsze réwnanie Ehrenhesta.

W analogiczny sposob przeksztatcamy drugie réwnanie, tzn. dvy = dvs z
ktorego otrzymamy

dvy = ayuidT — kivdp = dvg = apuadT — Kovodp

lub réwnowaznie
dpia a1 —az

AT K1 — Ky
co stanowi drugie rownanie Ehrenfesta.

W praktyce rownania Ehrenfesta dla przemian fazowych Il rodzaju odgry-
waja analogiczna role jak réwnania Clapeyrona-Clausiusa odgrywaly dla
przemian fazowych I rodzaju. Sa bardzo przydatne.

T.38. Rozpatrzmy uktad kropelka + para jako catos¢. Cisnienie zewnetrzne
i temperatura sa kontrolowane i ustalone. Przypominamy, ze z zatozenia p
jest bliskie pys,(T") (takiemu jakie wystepuje w uktadach makroskopowych).
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Entalpia swobodna Gibbsa Gy, calosci w przypadku rownowagi termo-
dynamicznej powinna by¢ w minimum. Rozwazamy wiec

Gtot(p>T) =Fou+pV=n9fo+m fi +pV—i—’y47rR2

gdzie przez fy, fi oznaczamy molowe energie swobodne pary i cieczy a przez
V' catkowia objetos¢ systemu.

Zastandéwmy sie od jakich zmiennych zalezy Gy, 7

Sa to na przyktad objetosci molowe - odpowiednio vy, v; (zalezne z kolei
od lokalnej temperatury i ci$nienia), oraz liczby moli pary i cieczy ng,ni.
Calkowita objetosé V' = ngvg+mnyv; nie jest ustalona (ustalone jest ci$nienie)
wiec vg, v; powinnisémy uwaza¢ za zmienne niezalezne. 7 kolei n calkowita
liczba moli H,O jest ustalona wiec z zaleznosci n = ng+n; wynika, ze jedynie
ny jest zmienna niezalezna (lub zamiennie ng - jak wybierzemy). Promien
kropli - R jest takze zmienng zalezna (od v; i ny) gdyz mamy %ﬂ'R?’ = n40;.
Uwzgledniajac te warunki (i eliminujac zmienne zalezne) mamy

3

Giot = 1 (fl —fo+p (v — ’Uo)) + n(fo +p Uo) + V367 (711111)

Warunek minimum Gy, przektada sie¢ zadanie aby pierwsze pochodne
catkowitej entalpii swobodnej po vy, v1,n; byly zerowe (warunek konieczny,
niewystarczajacy):

aCTYtot _ |:af0

(%0 o

ol =) =

4 _
+p+ 27\3/ - (nlvl)
T 3
0G4, /4 _1
tt:fl_f0+p(vl_vo)+2’y3_ﬂ' U1 (nlvl) 3:0_
3711 3

Z, pierwszego réwnania otrzymujemy

9fo

Ay

W=

aG’tot _ |:af1

81}1 vy

01}1

:|77,1:O,

+p=0
T

Poniewaz g—fg ‘T = po a wiec uzyskujemy wynik (ktorego nalezalo oczekiwac),
ze w warunkach réwnowagi termodynamicznej cisnienie w fazie gazowej po
jest tozsame z ci$nieniem zewnetrznym dziatajacym na caly system

Drugie rownanie dostarcza czegos$ bardziej interesujacego

o1,
81)1

27y 27y
+p+—=-m+tp+—5 =0
LT R T TITETR
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(gdyz {/3m (nlvl)_% = +). Cisnienie p; panujace w kropli jest wigc
rowne cisnieniu zewnetrznemu powickszonemu o cisnienie pochodzace od
napiecia powierzchniowego. Co$ takiego zasadniczo mozna by wprowadzié¢
heurystycznie (bez termodynamiki) na podstawie znajomosci doswiadczenia
z wloskowatoscia.

W ostatnim réwnaniu wystepuje czton typu fo + p vy ktory jak tatwo sie
domysli¢ jest rowny go(p, T'). Wystepuje rowniez czton typu f1+p v + %7 =
f1 + p1 v1 ktory utozsamiamy z g;(p1,T"). Tak wiec

aGtot
6711

/4 1
= f1—fo+p(v1—vo)+273 §7T U1 (nlvl) S =aq(p, T)—g0(p, T) =0

Jest to wynik ktorego szukalismy. Stwierdzamy wiec ze réwnanie g1 (pysp, 1T') =
90(Pwsp, T') (stuszne dla wspotistnienia makroskopowych faz) w przypadku
mikroskopowej kropli zmodyfikowane jest do réwnania

, 2
g1(p1,T) = go(p,T) gdzie p =p+ %

Nie wiemy jeszcze czy przy wybranym kontrolnym p zachodzié¢ bedzie wspotist-
nienia fazy cieklej i gazowej gdyz na razie skorzystalismy tylko z pierwszych
pochodnych (warunek konieczny, niewystarczajacy).

Przyblizone (bardziej konkretne) wnioski fizyczne z powyzszego rownania
mozemy wyciagnac stosujac rozwiniecia Taylora wokot pys,
g1

( W2 ) n

p - — Puws e
apwsp T R v

d90

D= Pusp |
e (07 0)

oraz pamietajac, ze 9o/ 0pwsp = Vo(Pwsp(T'), T') oraz 0g1 /Opwsp = V1 (Pwsp(T), T').

Podstawiajac do wzoru 0Gy,/0n; = 0 = ... otrzymujemy ostatecznie
przyblizony wzor, ktéry musi by¢ spetniony w przypadku réwnowagi fazowej
pomiedzy kropla i para

aGtot
8711

2
0100, T) = 910+ 5. T) = 91(Puep T) +

oraz

gﬂ(p7 T) = gO(pwsp7 T) +

2
=0= (v — ) (p — pwsp(T)) + vy %

Ciagle jest to warunek konieczny (niewystarczajacy).
Sprawdzimy teraz czy rzeczywiscie nasze zadanie aby 0G,/0On; byto
zerem jest spetlnione przy zalozonym cisnieniu p i temperaturze T' 7
Objeto$¢ molowa fazy gazowej jest duzo mniejsza niz objetosc molowa
fazy cieklej, tzn. vy — vy << 0. Jezeli ponadto p < pysp(T) to Gt /Ony > 0
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i o rownowadze termodynamicznej nie moze by¢ mowy. Innymi stowy przy
ci$nieniu mniejszym od ci$nienia pary nasyconej pys,(7') nie ma rownowagi.
Calkowita entalpia swobodna rozpatrywana (w przybliZzeniu) jedynie jako
funkcja zmiennej n; jest funkcja rosnaca od n;. Poniewaz system dazy do
rownowagi czyli do minimum entalpii swobodnej Gy, wiec naturalnym pro-
cesem bedzie zmiejszanie si¢ ny. Kropla natychmiast wyparuje niezaleznie
od tego czy jej promien R jest maty czy duzy.

Rozwazmy wiec przeciwny przypadek, gdy para jest nieznacznie przesy-
cona p > pusp(T). Oczywiscie dla systemu makroskopowego taka sytuacja
tez nie odpowiada réwnowadze - para musi sie skroplié¢. W praktyce jednak
stan pary przesyconej moze si¢ okaza¢ metatrwaty - czyli do procesu skro-
plenia nie dochodzi przez jakis czas. Tutaj jednak (w obecnym przypadku)
interesuje nas bardziej sama kropelka. Widzimy, ze pierwszy czlon z prawe;j

strony w
G o1 2y
~ (v —v — Pwsp(T)) +v1 —.
an, (v1 = v0) (P — Pusp(T)) L5
jest ujemny a drugi zawsze dodatni. Istnieje wiec mozliwo$é zerowania sie
naszej pochodnej czastkowej jesli tylko dobierzeny odpowiednio promien kro-

pli R. Przy tzw. promieniu krytycznym Ry, (1) zdefiniowanym réwnoscia

2
T

(Ul - UO) (p - pwsp(T>) + U1 R -
kryt

lub réwnowaznie

2701 (pusp(T), T)
(10T, 7) = 030 7) ) (5= (7))

sama kropla mogltaby znajdowacé sie w stanie réwnowagi termodynamicznej.
W praktyce jednak widzimy, ze mimo przesycenia pary dla przypadku zbyt
malego promienia R < Ry

aCTYtot
8n1

RkTyt(T) -

2
~ (Ul - UO) (p _pwsp(T)) + vy % >0

kropla zné6w wyparuje (pomimo przesycenia pary !!!). Natomiast przy R
wigkszym od krytycznego, tzn.. dla R > Ry, bedziemy mieli

aGtot
(9TL1

2
~ (Ul - UO) (p _pwsp(T)) + vy % <0

czyli, ze Gy traktowana (znéw w przyblizeniu) jedynie jako funkcja n; jest
funkcja malejaca. Naturalny kierunek zmian takiej funkeji czyli dazno$é¢ do
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minimum catkowitej entalpiii swobodnej przektada sie wiec na zwickszanie
sie ny. Kropla wiec samorzutnie zacznie powickszaé¢ swoje wymiary - czyli
dojdzie do wtasciwej kondensacji.

Podsumowanie. W przesyconej parze wodnej kropelki kondensujacej sie
cieczy beda powiekszaé swoja objetosé jedynie wtedy jezeli ich promien jest
odpowiednio duzy. Zbyt mate kropelki samorzutnie wyparuja. Dlatego tez
kondensacja stabo przesyconej pary wodnej wymaga istnienia centréw kon-
densacji, np. zanieczyszczen ktorych obecnosé lokalnie moze zniwelowaé
efekty napiecia powierzchniowego (tzn. natychmiastowe parowanie zbyt matych

kropelek).

Uwaga: nasze rozwazania oparliSmy na zalozeniu stabego przesycenia
pary wodnej p & pysp. MogliSmy wiec stosowaé rozwinigcia Taylora i ury-
wacé je na pierwszych wyrazach. Dla silnie przesyconej pary wodnej takie
przyblizenia przestaja by¢ stuszne.

Uwaga: w podobny sposéb, stosujac identyczne wyprowadzenia mozemy
rozpatrzy¢ proces wrzenia w cieczy przegrzanej w ktorej powstaja pecherzyki
pary. Zbyt male pecherzyki beda sie rozpada¢. Dopiero odpowiednio duze
beda sie powiekszaé rozpoczynajac wtasciwy proces wrzenia. Tutaj tez zna-
jdziemy promieni krytyczny. Ogolnie biorac bardzo czysta ciecz (bez zanieczyszczen)
moze by¢ znacznie przegrzana bez rozpoczecia wrzenia. Doswiadczalnicy
stwierdzaja ze przegrzanie czystej cieczy jest znacznie tatwiejsze niz utrzy-
manie czystej pary przesyconej w stanie metatrwalym - bez skraplania.

T.39. Dla ustalenia uwagi przypomnijmy sobie standardowe wyprowadze-
nie warunkow réownowagi dla systemu - jeszcze bez pola potencjatu. W na-
jprostszym przypadku roézniczka catkowitej energii wewnetrznej dU dana jest
wzorem

dU = Z dUa,i = Z {Ta,i dSa,i — Pa,i dVa,i + Hayi dna,i}

ol

Wskaznik grecki — o numeruje rézne sktadniki a wskaznik tacinski — ¢ rézne
fazy (gazowa, ciekla, stata). Najogolniej wiec biorac wprowadzamy dla kazdego
sktadnika i jego konkrentej fazy osobna temperature 7, ;, entropie S, ;, ciSnie-
nie p, ;, objetos¢ V, ;, molowy potencjal chemiczny p, ; 1 liczbe moli n, ;.

Czes¢ zmiennych jest zaleznych wiec aby je wyeliminowaé stosujemy metode
mnoznikéw Lagrange’a. Wypisujemy wiec zaleznosci wraz zalozeniami. Sa



52

to

E Sa,i = Stot = const,
a,t

E Va,i = Vit = const,
a,t

E Nai = Ng = const,
i

Nasze zaltozenia wiec to stalo$é catkowitej entropii, stalosé¢ catkowitej ob-
jetodci i zasada zachowania masy dla kazdego sktadnika osobno. Dodatkowo
- brak jest pracy nieobjetosciowej, tzn. DW = 0. W takich warunkach
szukamy minimum warunkowego dla catkowitego U wprowadzajac zespot
{A\} mnoznikéw Lagrenge’a. Nasz warunek (konieczny) réwnowagi zapisu-
jemy jako:

i

—)\5 dSa;L' — >\V dVM- — >\a dnw}

Zerowanie roézniczki zupetnej z mnoznikami prowadzi do nastepujacych warunkow
(wymienionych wezesniej w temacie zadania):

Ta,i = )\Sa Payi = >\V7 Hayi = /\oc

stusznych dla kazdego a oraz ¢. Mamy wiec tylko jedna temperature, tylko
jedno cisnienie i kazda faza konkretnego sktadnika (z osobna) musi mie¢
identyczny molowy potencjal chemiczny.

To nieco przydtugie wyprowadzenie przytoczyliSmy w calosci gdyz dosyé
tatwo wprowadzi¢ jest w nie mate formalne zmiany ktére odpowiadajg zmienionej
sytuacji - czyli wprowadzeniu pola potencjahu.

Ot6z musimy zauwazy¢ ze obecnie znika uproszczenie zwiagzane z jed-
norodnoscia systemu. Najprosciej bedzie podzieli¢ calg objetos¢ V na szty-
wne 1 male (ale ciagle makroskopowe) komorki. W kazdej takiej komorce
przyjmujemy, ze wartos¢ potencjalu © jest w przyblizeniu stata. Formal-
nie mozemy powiedzie¢, ze przy kazdym ustalonym « oraz ¢ powinnismy
wprowadzi¢ nowy wskaznik r ktoéry numeruje komorki przestrzenne. W
komorce przestrzennej ktorej srodek wyznaczony jest przez r dla samej fazy ¢
bedziemy mieli jeszcze jedng modyfikacje zwiazana z tym ze energia wewnetrzna
powiekszona bedzie o energie potencjalna a wiec bedziemy mieli

dUaJ‘,r = Ta,i,'r dSa,i,'r — Pair dva,i,r + Hair dna,i,’r + Mg G(T) dna,i,r
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gdzie wskaznik r odpowiada konkretnemu potozeniu przestrzennemu r i gdzie
me to masa molowa (jednego mola sktadnika «) . Przypominamy ze potenc-
jal definijemy zawsze na jednostke masy i dlatego m, ©(r) dn,; » jest zmiana
energii potencjalnej zwiazana z zmiang masy sktadnika o, fazy ¢ w komorce
r.tzn. 2 me dng .

Zalezno$ci pomiedzy zmiennymi sa obecnie

E Soc,i,'r' = Stot = const,

a,t,T

E Va,ir = consty,
a,i
g Neair = No = const,
1,7
Wprowadzmy wiec znéw mnozniki Lagrange’a i dostajemy:

Z dUa,i,T = Z {Ta,i,r dSa,i,T - pa,i,r dvoz,i,'r + /La,i,r dna,i,r +

a,i,T a,i,T

Mg, Q(T) dna,i,r - )\S’ dSoz,i,'r' - )\T dVa,i,T - )\a dna,i,r} =0

skad wynika, ze

Ta,i;r‘ = )\Sa
Pajir = /\1'7
Hair + Mg G(T) = )\a

Tak wiec ciagle mamy jednag temperature systemu ale nie mamy jednego
ci$nienia . Jedynie w punkcie o wspolrzednych r rézne fazy, réznych sktad-
nikéw maja takie same ci$nienie.

Najwieksza zmiana dotyczy molowego potencjatu chemicznego (dla kazdego
sktadnika o osobno).

Mianowicie dla sktadnika o mamy réwnos¢ zrenormalizowanych potenc-
jatow chemicznych poszczegblnych faz. Czynnik renormalizujacy potencjal
chemiczny (w kazdym punkcie o wspotrzednych ) ma postaé m, O(r). Os-
tatecznie wiec zamiast starego wzoru p,; = fl, mamy nowe wzory. Osobno
(i niezaleznie) dla kazdego z « zachodzi

Pair + Mo O(1) = const.

Stata const jest zalezna od « i niezalezna od tego jakie jest potozenie r i jaka
jest faza i.
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T.40. /i/ Korzystamy z wynikow zadania T.39 i otrzymujemy
pw+mgogz==kgTn (p/\%) + myg g z = const

(Zmienna przestrzenna r redukuje sie tu do jednego wymiaru, tzn. zamiast
r piszemy tylko z). Dla przypadku ustalonej temperatury 7' i korzystajac z
réwnania stanu gazu doskonalego p = nRT/V czyli z proporcjonalnosci p i
ci$nienia p dostajemy dla ustalonego z i dla referencyjnego z = 0 tozsamos¢

ksTIn (p(z)) +mo g 2+ C(T) = kgT In (p(0)) + mg g 0+ C(T)

gdzie C(T) jest (nieinteresujaca nas obecnie) stata zalezna od temperatury.
Upraszczajac uzyskujemy wzor (historycznie nazywany wzorem barome-
trycznym):

bl = 0)exp (- %)

pokazujacy ,ze ci$nienia gazu (przy stalej temperaturze) eksponencjalnie
zmienia sie ze wzrostem wysokosci. Bardzo wysoko nad powierzchnig ziemi
ci$nienie jest praktycznie zerowe.

/ii/ Przypadek wir6wki jest trudny gdyz mamy tutaj do czynienia z niein-
ercjalnym uktadem odniesienia. Jezeli jednak caty uktad i jego poszczegolne
czedci obracaja sie z czestoscia w to w uktadzie odniesienia zwigzanym sz-
tywno z obracajacym si¢ uktadem na mase w objetosci dV potozona w
odleglogci 7 od osi obrotu dziala tzw. sila od$rodkowa réowna w? r p dV.
W tymze uktadzie dziatanie tej sity mozemy zamodelowaé przez fikcyjny po-
tencjal (na jednostke masy) rowny O(r) = —% w? r?. Znak minus odpowiada
kierunkowi sity odsrodkowej (skierowanej od osi obrotu). Korzystajac znow
z wynikow zadania T.39 piszemy

1 1
W — 5 mo w? r? = kgTIn (p)x%) —3 mo w? 2 = const

Odpowiednio upraszczajac (i korzystajac jak w punkcie /i/ z roéwnania
stanu gazu doskonalego) otrzymujemy ostatecznie wzor dosy¢ podobny do
wzoru barometrycznego

p(r) = p(0) exp (%)

Cisnienie gazu ro$nie zatem bardzo szybko z odlegloscia od osi obrotu.

Uwaga: Jakosciowo istotne zmiany ci$nienia gazu w ziemskim polu graw-
itacyjnym zachodza na odleglodciach rzedu kilku kilometréw. Na ultra-
wiréwcee (przyktadowo 2000 obrotéow na sekunde) istotne zmiany zachodza
juz na odlegltosciach rzedu kilku centymetréw od osi obrotu.



Zadania z fizyki statystyczne]

S.1. Mamy roztwoér molekul rozpuszczonych w obojetnym rozpuszczalniku z
ktorych kazda moze znajdowaé sie w stanie podstawowym (o energii Ey) lub
w stanie wzbudzonym (o energii Fy+ €; istnienie wyzej wzbudzonych stanow
energetycznych zaniedbujemy). Zakladamy prosty model: /i/roztwor jest
bardzo rozcieniczony tak, ze oddzialtywanie molekul pomiedzy soba mozna
zaniedbaé (jak w gazie doskonalym); /ii/ molekuta w stanie podstawowym i
molekuta wzbudzona oddziatywuje z rozpuszczalnikiem tak samo. W ramach
tego modelu (i zakladajac rownowage termodynamiczna) obliczy¢ jaki pro-
cent molekut jest w stanie wzbudzonym. Temperatura i objeto$é sa ustalone.
Liczbe molekut oznaczamy przez N. Ponadto temperatura jest dosy¢ niska
przez co rozumiemy silng nierownosé: €/(kgT) << 1. Wskazowka: rozwazy¢
uktad z n wzbudzonymi molekutami, obliczy¢ jego energie swobodng i sko-
rzysta¢ z warunku ekstermum energii swobodnej (dla przypadku rownowagi
termodynamicznej).

S.2.Uktad stada sie z N nie oddzialtywujacych czasteczek. Kazda z nich z
jednakowym prawdopodobienistwem moze znajdowaé sie w jednym z dwdch
stanéw o energiach £Fj. Stosujac uktad mikrokanoniczny udowodnié, ze
gdy catkowita energia uktadu Fy, jest wicksza od zera E;, > 0 to formalna
temperatura statystyczna uktadu 7' zdefiniowana jako

oL Etot

jest ujemna.
S.3. Przyjmijmy, Ze $rednia energia E dla N = 10 czasteczek gazu doskon-
alego o temperaturze 300 K zgodnie ze wzorem E = 3NkpT/2 wynosi
630 J. Metoda rozktadu mikrokanonicznego obliczyé¢ jak zwiekszy sie liczba
mikrostanéow tego uktadu gdy gaz pochtonie jeden kwant promieniowania
elektromagnetycznego o dtugosci fali A = 1077 m. Wskazowka: zgodnie z
mechanikg kwantowa energia kwantu wynosi hiw = he/A = 2-10718 J gdzie ¢
to predkosé swiatta, w to czestos¢ kotowa, h to stala Plancka a h = h/(27).

Uwaga: Temperatura statystyczna zasadniczo okreslana jest tylko dla
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rozkladu kanonicznego (tzn., gdy uklad nie jest izolowany i moze z otocze-
niem wymieniac energie). W rozkladzie mikrokanonicznym okreslimy tem-
perature statystyczna T formalnie jako T-' = 9S/OFE (czyli tak samo jak
w rozkladzie kanonicznym). Rowniez zamiast $redniej energii w rozkladzie
mikrokanonicznym mamy do czynienia po prostu z ustalong eneregia catkow-
ita uktadu (izolowanego od otoczenia).

Zauwazmy, ze metodami termodynamiki statystycznej mozna wykazaé, ze
dla uktadu makroskopowego opisywanie go za pomoca rozktadu mikrokanon-
icznego rownowazne jest opisowi za pomoca rozktadu kanonicznego.

S.4. Jak zmienia sie z wysokoscia (dla ustalonej temperatury T') ciSnienie zna-
jdujacego sie w jednorodnym polu grawitacyjnym gazu doskonatego. Przyj-
mujemy ze masa pojedynczej czasteczki gazu m jest znana. Energia potenc-
jalna czasteczki dana jest wzorem m g z (g — przyspieszenie grawitacyjne, z
- wysoko$¢). Zastosowac¢ metode rozktadu kanonicznego.

S.5. Liczbe stanow dN dla n klasycznych (kwasiklasycznych) czastek opisy-
wanych w formalizmie dn-wymiarowej przestrzeni fazowej o wspotrzednych
przestrzennych ry,7rs, ..., 7, i pedowych p,,p,,...,p,, a mieszczacych sie w
pojedynczej (mikroskopowej) komorce tejze przestrzeni fazowej okresla sie
wzorem:

dN = h7"d"r d"p

dla d = 1, tzn gdy r; wektor polozenia czastki nr. 1 jest jednowymi-
arowy (ruch ograniczony do prostej), podobnie dla czastki nr.2,..., itd. Stala
Plancka oznaczona jest przez h.

Analogicznie mamy dla d = 2 (plaszczyzna, tzn. 7 = (21, y1))

AN = b2
oraz dla trzech wymiarow (tzn, gdy r1 = (z1,y1, 21), 72 = (22, Yo, 22), -+ )

dN = h=3"d*"r d*"p

Najprostszy przypadek powyzszych wzoréow zachodzi dla przypadku jed-
nej czastki w jednym wymiarze, tzn. dlan =1, d =1 gdy mamy

dN = h™'dx dp

(wskazniki w tym wypadku sa niepotrzebne). Przyjmijmy dodatkowo, ze
mamy do czynienia ze swobodna czastka kwantowa (tylko energia kinety-
czna) uwieziona w studni kwantowej (o vertykalnych, nieskorczenie wysokich
$ciankach potencjatu) o szerokosci (przestrzennej) L.
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Udowodnij ten ostatni wzoér postugujac sic modelem swobodnej czastki
kwantowej w nieskorniczonej studni potencjatu, tzn. przyjmujac, ze czastka
(w pojedynczych czystym stanie kwantowym) moze by¢ opisywana jako fala
stojaca o dlugosci A o weztach umieszczonych na Sciankach tzn. fala musi
speliaé relacje kA/2 = L gdzie k to dowolna nieujemna liczba catkowita.
S.6. Przez gaz doskonaly rozumiemy nastepujacy model. Mamy uktad N
identycznych klasycznych czastek kazda o masie m. Stan kazdej czastki (o
numerze i, gdzie i = 1,2, 3, ..., N) opisywany jest przez (3-wymiarowy) wek-
tor potozenia r; i wektor pedu p,. Energia tego ukladu to czysta energia
kinetyczna. Potencjal oddzialywania ignorujemy (ustalamy ze ma wartosé
zerowa). Tak wiec czastki nie rozpraszaja sie na sobie i nie odbijaja od siebie;
jedyne odbicia to doskonale sprezyste odbicia od Scianek makroskopowego
pojemnika o objetosci V' w ktorym zamkniety jest gaz. Czastki traktujemy
jako klasycznie nierozréznialne, tzn. jeSliby pozamieni¢ miejscami numery
poszczegdlnych czastek to nie bedziemy w stanie wykry¢ takiej operacji (ani
stwierdzi¢, ze wogole miata miejsce).

Wyliczy¢ sume statystyczna (metoda rozkladu kanonicznego), oraz za
jej pomoca entropie, energie wewnetrzna, ciepto wlasciwe (na jedna czastke
gazu, przy ustalonej objetosci) i rownanie stanu. Przy obliczaniu sumy
statystycznej postuzyé sie kwasiklasycznym wzorem na liczbe stanéw w przestrzeni
fazowej (patrz zadanie S.5.).

S.7. Pewien uktad mozna podzieli¢ na dwie czesci (o numerach 11 2) o nieza-
leznych mikrostanach oznaczonych odpowiednio )1, Q2. Mikrostan caltosci
() okreslony jest jako @ = (Qq,Q2). Pokazaé, ze gdy mikroskopowa en-
ergie uktadu da sie zapisa¢ w postaci jako sume czesci sktadowych E(Q) =
E1(Q1)+E>(Q2) to wtedy suma statystyczna (w formalizmie uktadu kanonicziego)
calodci jest iloczynem czastkowych sum statystycznych dla czesci numer 1 i
numer 2, tzn. Z = Zy-Zy. Uwaga: twierdzenie to w sposob trywialny wogolnia
sie na uktady sktadajgce sie z wiecej niz z 2-ch czesci.

S.8. Gaz doskonaty (zdefiniowany jak w zadaniu S.6.) jest mieszaninag Ny
czastek o masie m; 1 Ny czastek o masie ms. W obrebie kazdej grupy (z
osobna) czastki sa klasycznie nierozréznialne (natomiast czastki m; mozna
odrézni¢ od czastek my). Znalezé sume statystyczng catosci (w formalizmie
rozkladu kanonicznego), energie, rownanie stanu, itd.

S.9. Obliczy¢ srednia energie czasteczki gazu doskonatego (rozktad kanoniczny).
Temperatura 7" jest znana.

S.10. Obliczyé¢ srednig kwadratu predkosci czastki gazu doskonatego bedacego
mieszaning N; czastek o masie my i Ny czastek o masie my (poréwnaj zadanie
S.8.)

S.11.  Jaka jest gestos¢ prawdopodobieristwa, ze dana czasteczka gazu
doskonatego (jednosktadnikowego - o masie m) o temperaturze 7' ma energie
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E?
S.12. Rozpatrujemy gaz doskonaly N klasycznych nieoddzialywujacych molekut
w temperaturze 7' . Kazda molekuta ma dipolowy moment magnetyczny p
dowolnie zorientowany. Gdy na gaz nalozone jest zewnetrzne jednorodne pole
magnetyczne (o znanym wektorze indukcji magnetycznej B) w systemie po-
jawia sie niezerowa magnetyzacja. Przyjmujemy, ze oddzialywanie momen-
tow magnetycznych z polem ma posta¢ klasyczng. Obliczy¢ sredni moment
magnetyczny (na jedna molekule). Zaniedba¢ oddzialywanie magnetyczne
dipol-dipol molekut pomiedzy soba.
S.13. Wykazaé, ze dla uktadu opisywanego rozktadem kanonicznym zachodzi
relacja
(E— E)?) = kgT*Cy
gdzie E to $rednia energia uktadu i gdzie (...) takze oznacza érednia. Przez
Cy ozanczamy pojemnosé cieplng ukladu przy statej objetosci. Sprawdzié,
ze dla klasycznego gazu doskonatego (N czasteczek) w szczegolnosci zachodzi
(E—-E)?) 2
E2 3N
S.14. Rozwazmy nastepujacy uktad: atomy gazu (doskonalego) emituja
monochromatyczne $wiatto o dtugosci fali Ay (w uktadzie spoczynkowym emi-
tujacego atomu). Wskutek termicznego ruchu atomoéw i efektu Dopplera dla
pojedynczego atomu o sktadowej predkosci v, (wzdtuz osi od atomu do obser-
watora) obserwujemy dtugosc fali A gdzie A = Ag (1—1—”?2) a c oznazca predkoscé
$wiatta. Obliczy¢ rozklad natezenia promieniowania I(\) gazu ztozonego z
N atomoéw. Celem dokonania normalizacji przyjmujemy, ze catkowita ener-
gia (na sekunde) wypromieniowywana przez uktad jest dana przez [y N gdzie
Iy jest stala.
S.15. Wykazac¢, ze dla wysokich temperatur ciepto wlasciwe ¢y (molowe - tzn.
na jeden mol) sieci krystalicznej jest w przyblizeniu rowne 3kpT. Wskazowka:
potencjaly oddzialywania pomiedzy atomami (w krysztale) mozna rozwinaé
w szereg Taylora. Rozwiniecia nalezy dokonaé¢ wokotl puntéw rownowagi
atomow gdyz wowezas czlony liniowe rozwiniecia znikaja (warunek ekstremum).
Pozostaja cztony kwadratowe i wyzsze, ktore w pierwszym przyblizeniu mozemy
zaniedba¢ (tzw. przyblizenie harmoniczne czyli kwadratowe ). Energia
calego krysztatu staje sie wtedy symetryczna, rzeczywista forma kwadra-
towa (w pedach i w potozenich a precyzyjniej w odchyleniach od potozen
rownowagi atomoéw) ktoéra to forme moza zdiagonalizowa¢. Taka diagonal-
izacja oznacza, ze energia krzysztatu rozpada si¢ na oddzielne przyczynki do
energi pochodzace od 3N niezaleznych oscylatoréw harmonicznych o réznych
w - czestosciach wtasnych. Formalnie liczbe oscylatorow o czestosciach za-
wartych w przedziale (w, w+dw) mozemy oznaczy¢ przez p(w)dw gdzie funkcja
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p(w) nosi nazwe funkcji gestosci stanéow. Funkcja p jest dosyé¢ trudna do
wyliczenia ale wiemy o niej przynajmniej to, ze spelnia regute [ p(w)dw = 3N
czyli, ze po scatkowaniu musi da¢ catkowity liczbe oscylatorow. Ta funkcja
nalezy sie postuzy¢ przy rozwiazaniu zadania. Dygresja. Energia oscylatora
opisywanego metodami mechaniki kwantowej moze byé¢ réwna %wh + nwh
gdzie n = 0,1,2,3,... to liczba kwantowa oscylatora a przez h oznaczamy
tzw. przekre$lona stala Plancka. Drgania dla n = 0 nazywaja sie drganiami
zerowymi i na ogot (cho¢ nie zawsze) sa zaniedbywane. W niniejszym zada-
niu przyjmujemy, ze dla wysokich temperatur 7" krysztatu faktycznie drgania
zerowe sg zaniedbywalnie.

S.16. Znalez¢ zalezno$é ciepta wiasciwego krysztatu od temperatury w ob-
szarze bardzo niskich temperatur. Zaltozy¢ przy tym ze drgania sieci krys-
talicznej o malej energii to fale akustyczne o czestosci katowej, ktora jest
wprost proporcjonalna do pedu p zwiazanego z dang fala: hw = v|p| gdzie v
oznacza predkosé fali w krysztale. W rzeczywistosci v nie jest stala - zalezy
od kierunku propagacji fali i od faktu czy atomy drgaja wzdtuz kierunku
propagacji (tzw. drgania podtuzne) czy tez poprzecznie do kierunku propa-
gacji (tzw. drgania poprzeczne). W trzech wymiarach dla danego kierunku
mamy jedna fale podtuzng i dwie fale poprzeczne.

Dla uproszczenia przyjmiemy, ze mamy do czynienia z jedna stala pred-
koscia czyli z Srednia wartoscia v.

Wskazowka: dla bardzo niskich temperatur wystarczy rozpatrywac¢ wzbudzenia
krysztalu o niskiej energii. Ewentualne drgania o wysokiej energii nalezy
zaniedba¢ poniewaz reprezentujace jest oscylatory w niskiej temperaturze
maja praktycznie zerowe prawdopodobieristwo wystapienia w stanie wzbudzonym
(tylko drgania zerowe). Dygresja: drgania o wysokiej energii to tzw. fonony
optyczne; wystepuja one gdy w tzw. prymitywnej komorce elementarnej
krzysztaltu wystepuje wiecej niz jeden atom; przyktadowo wystepuja one dla
krysztatu soli - Na CL.

S.17. Rozwazmy modelowy uktad sktadajacy sie z N bardzo stabo oddzi-
alywujacych drobin z ktérych kazda moze byé¢ albo w swoim stanie pod-
stawowym albo w stanie wzbudzonym. Przyjmijmy, ze energia drobiny w
stanie podstawowym jest zerowa (jest to tylko ustalenie pozycji zera na skali
energetycznej) a w stanie wzbudzonym wynosi ona e. (przyjmujemy do-
datkowo, ze drobiny sa klasycznie rozréznialne). Metoda rozktadu kanon-
icznego wyliczy¢ jaki w temperaturze T jest dodatek do energii wewnetrznej
uktadu pochodzacy od wzbudzonych drobin a co wynika z tego jaka prze-
cietnie liczba drobin jest wzbudzona. (Uwaga: zadanie to jest zasadniczo
identyczne z zadaniem S.1. Tutaj jednak mamy poshuzyé sie nieco innag
metoda.

S.18. Uktad otwarty znajduje sie w réwnowadze z termostatem o temper-
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aturze T' i ze zbiornikiem (identycznych) czastek o potencjale chemicznym .
Przyjmujemy, ze czastki sa identyczne i klasycznie nierozroznialne (dokltadnie
tak jak czastki gazu doskonalego) i Ze ich wzajemne oddziatywania sa zanied-
bywalnie mate. Postugujac sie formalizmem duzego rozkladu kanonicznego
wykazaé, ze prawdopodobienistwo P, znalezienia w ukladzie doktadnie n cza-
stek jest dane wzorem

n)"

n!

P, = exp(—n)

gdzie n to Srednia liczba czastek w uktadzie.



Rozwigzania zadan z fizyki
statystycznej

S.1. Poniewaz €¢/(kgT) << 1 wigc spodziewamy sie, ze $rednia liczba wzbud-
zonych molekut n mimo ,ze jest wielko$cig makroskopowa to i tak jest znacznie
mniejsza od N, tzn. 1 << n << N. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze
znamy energie swobodna Fjy = Uy—T Sy hipotetycznego uktadu takiego gdzie
wszystkie molekuly sa w stanie podstawowym. (Oczywiscie tak naprawde nie
wiemy ani jaka jest energia wewnetrzna Uy ani jaka jest entropia Sp). Mozemy
jednak w przyblizeniu poda¢ jaka bedzie energia swobodna F'(n) ukladu w
ktorym n molekut ulegto wzbudzeniu. Mianowicie

Fn)=Fy+ne—kgT In (]Z)

Na mocy zatozeri modelowych poczynionych w temacie zadania energia wewnetrzna
uktadu wzrosta o n e. Entropia natomiast powiekszyta sie o tzw. entropie
konfiguracyjng Siony = kpln (]X ) Czynnik (]X ) pokazuje na ile sposobow
mozna wybra¢ n wzbudzonych sposréd N molekut (zaktadamy, ze molekuty
jako duze obiekty sa klasycznie rozréznialne; tzn. nie ma tutaj powodu by
wprowadza¢ kwantowe statystyki).

Gdyby wzbudzone molekuty oddziatywaly inaczej z rozpuszczalnikiem
(niz molekuly w stanie podstawowym) wtedy oczywiscie wielkosé n e byloby
co najwyzej grubym przyblizeniem do przyrostu energii wewnetrznej uktadu.
Podobnie bytoby z entropia.

Teraz pozostaje nam skorzystaé¢ z warunku rownowagi termodynamiczne;j
przy ustalonych 7', V. Warunek ten to minimum catkowitej energii swobod-
nej F' skad wynikaja warunki konieczne zerowania sie odpowiednich pochod-
nych. W szczegblnosci musimy mieé

OF(n) 0 N
it _0_%{ne—kBTln<n>}.

. Uwaga: W powyzszym wzorze rozniczkujemy po n tak jakby byta to zmi-
enna rzeczywista. Tymczasem jest to liczba calkowita. Dla n ~ 1 jest
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to oczywiscie niedopuszczalane. Natomiast w przypadku gdy n >> 1 (oraz
gdy 1/N << 1) przyblizenie funkcji dyskretnej F'(n) przez funkcje ciagla jest
rozsadnym przyblizeniem. Wynikajace stad btedy procentowe (tzn wzgledne)
dla system6éw makroskopowych sa zaniedbywalnie mate.

Azeby wykonaé rozniczkowanie powinnismy do symbolu Newtona zas-
tosowac¢ wzor Stirlinga co jest mozliwe gdyzn >> 1, N >> 1 oraz (N—n) >>
1:

In (]X) =In(N!) —In(n!) —In ((N — n)!) =
N In(N) —n In(n) — (N —n) In(N — n) + poprawki

Tak jak dyskutowalismy to powyzej tak i tutaj zaniedbanie poprawek daje
bledy wzgledne (procentowe) zaniedbywalnie mate.

Wykonujac trywialne rézniczkowanie uzyskujemy choé¢ przyblizony ale za
to bardzo prosty konicowy wzor

na~ N exp(—ﬁe)

gdzie § = 1/(kgT). Wzor ten jest calkiem dokladny jesli tylko n/N << 1
oraz exp(—[f €) << 1.

S.2. Calkowita energia uktadu jest dana wzorem Fy,y = n Eg— (N —n) Ey =
2n Eqg— N Ej gdzie n to liczba czastek o energii +Fy (pozostale odpowiadaja
energii — Ey). Przy ustalonym Ey,; > 0 czyli ustalonym n > N/2 liczba mozli-
wych mikrostanéw AD'(E,) wynosi Al'(Eyy) = (]Z) Jesli przyjmiemy, ze
N >> 1 a takze n >> 1 to symbol Newtona mozemy przyblizy¢ za pomoca
wzoru Stirlinga. Kazdy mikrostan jest réwnoprawdopodobny, catkowita en-
tropia informacyjna jest réwna

S(Ew) = kpln (Z) ~ kB{N In(N) —n In(n) — (N —n) In(N — n)}

Aby obliczyé¢ T wystarczy zrozniczkowaé entropie po energii
= Y n :
n 2E0 n

= 9E|, 25 on
Dla n > N/2 argument logarytmu, tzn. (N — n)/n jest mniejszy od jeden
a wiec logarytm jest ujemny. To oznacza, ze 1/T (lub réwnowaznie T') jest
ujemne.
S.3. Entropia gazu doskonalego dana jest (w rozktadzie mikrokanonicznym)
jako

T—l

S/kp =In (AT(E)) ~ N In (%) + g In (E) + const.
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gdzie AT'(E) = In (S/kp) to liczba mikrostanéw gdy energia catkowita gazu
wynosi F.

Jesli chcemy obliczy¢ o ile powickszyla sie liczba mikrostanéow gdy energia
gazu powiekszyta sie do wartosci E+ hw = E+ he/\ to powinnismy wyliczy¢
stosunek AT'(E + hw)/ATL(E):

AT(E) ks - Inf

AT (E + hw) _ {S(E + hw) — S(F) } — exp { 3N
E

E+hw)}.

Podstawiajac do powyzszego wzoru 630 J (za E), 2 - 107 J za hw oraz
N = 10% uzyskujemy:

AT'(E + hw)

3
= Z.108In(1+0.3-10729) } ~ 500) ~ 102,
Ao e {3 100+ )|~ exp(500)

W powyzszym dla funkcji logarytm zastosowaliSmy rozwiniecie Taylora (na-
jnizszego rzedu) In(1 + x) &~ z co jest stuszne dla bardzo malych z.

S.4. Gestos¢ prawdopodobienistwa P na znalezienie jednej ustalonej czasteczki
gazu (doskonalego) o pedzie p na wysokosci z dana jest wzorem:

P(p,z) = Z_lexp{ — ﬂ(f—m —|—mgz)}.

Catkujac po pedach (zwezanie rozkltadu prawdopodobieristwa) otrzymujemy
gestosé¢ prawdopodobienistwa zalezna juz tylko od z (ped jest tutaj dowolny):

P(z) = const exp (— fmgz).

Gestosé gazu (a w szczegdlnosci rowniez gestosé na wysokosci z) bedzie pro-
porcjonalna do P(z):
p(z) = poexp ( — Bmgz)

gdzie pg jest stata propocjonalnosci a jednocze$nie gestoscia gazu na poziomie
z = 0. Stosujac rownanie gazu doskonalego p = (n/V)RT stwierdzajace
(miedzy innymi) proporcjonalnosé gestosci gazu do cisnienia (przy ustalone;
temperaturze) otrzymujemy ostatecznie (znany nam juz z termodynamiki
fenomenologicznej) wzor barometryczny

p(2) = po exp(—pPmygz)

gdzie pg to cisnienie na poziomie z = 0.
S.4. Obliczmy ile stanéw energetycznych dNV, ma rozwazana czastka kwan-
towa (w studni) jezeli dopuscimy dowolne jej polozenie. Zakladamy roboczo
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hipoteze ze wzér dN = h~'dx dp jest stuszny i wynik uzyskujemy caltkujac
po wszystkich mozliwych x:

L
dN, = h™'dp / dez = h™ 'L dp.
0
Teraz udowodnimy prawdziwos¢ tego wlasnie ostatniego wzoru. Rozwazymy

komorke fazowa w przestrzeni pedéw czastki:

P € [po, po + dp]

Ograniczamy sie do tylko modutow po; dla komorki fazowej [po, po—+dp| bedzie
wiec po + dp > po a dp bedzie mieé¢ zakres zmiennosci od zero do plus
nieskoriczonosci. Zadajmy pytanie ile hipotetycznych fal stojacych zmiesci
sie w studni jezeli p € [pg, po + dp| 7. Odpowiedz jest dosy¢ tatwa. Dla pedu
doktadnie réwnego py zgodnie ze wzorem de Broglie’a mamy
_h koh

Po=XN7ar
gdzie kg jest ustalona liczba catkowita dodatnia. Dla pedu doktadnie rownego
po + Ap bedziemy mieli podobnie

h (ko4 Ak)h
A+ AN 2L

po+ Ap =

gdzie ko + Ak jest takze liczba catkowita dodatnia (wieksza od k).
Dwa ostatnie wzory pozwalajg wyliczy¢ kg oraz Ak za pomoca pg i dp:

ko =2Lpo/h, ko+ Ak =2L(po+ Ap)/h
skad ostatecznie zauwazamy, ze:
AN, = Ak = (2LAp)/h

gdzie Ap przebiega od zera do plus nieskonczonosci.

Ostatni wzoér wyprowadzony zostal przy zatozeniu o module p, czyli dla
fal stojacych. Kazda fala stojaca jest superpozycja fali biegnacej w lewo i
fali biegnacej w prawo a wiec w reprezentacji fal biegnacych (p moga by¢
dodatnie i ujemne) ten sam wzor wyglada nastepujaco

dN, = Ldp/h

gdzie dp przebiega od minus do plus nieskoniczonoéci. W ostatnim wzorze
przeszliSmy od maltych ale skoriczonych przyrostow Ap do infinitezymalnie
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matych dp. (Takie przejscie graniczne jest dozwolone jezeli tylko mamy do
czynienia z prawdziwymi uktadami makroskopowymi - bytoby jednak do za-
kwestionowania np. dla L o nanoskopowych rozmiarach).

Nasza robocza hipoteza (poczyniona na poczatku rozwiazywania zadania)
uzyskata wiec potwierdzenie.
S.6. Zacznijmy od zastanowienia sie jak opisac mikrostan uktadu Q. Z
tematu zadania wynika jednoznacznie, ze kazdy konkretny mikrostan opisy-
wany jest zestawem 2N wektoréw (tzn.za pomoca 6N wspotrzednych):

Q = (7“1,"“2, TN, D1, 7pN)
N p2
E(Q) = -

C— 2m
=1

Konieczne jest tez male zastrzezenie: przestawienie miejscami konkretnych
numerdow czastek nie prowadzi do nowego mikrostanu, ze wzgledu na zatozona
klasyczna nierozréznialno$é czastek. Tak wiec kazdy konkretny mikrostan
() moze by¢ zapisany w N! wariantach (@', Q", ... - jak powyzej), ktore na
pierwszy rzut oka moga wyglada¢ roznie ale sa identyczne (réznia sie tylko
nieistotna kolejnoscia utozenia wspohrzednych).

Suma statystyczna Z zapisana symbolicznie jako Z = >, exp (— GE (Q))
przybierze wiec w tym konkretnym przypadku posta¢ 6N wielowymiarowej

calki
N 2
RN G C

p? Y p?
exp (— BZ f exp ( Z L2 }
=1 =1

gdzie wektory pedu rozpisaliSmy na wspohrzedne p; = (p1.4, D1y, P1.2)s--. itd.

Doktadne potraktowanie klasycznej nierozroznialnosci czastek w powyzszej
calce bytoby klopotliwe - wiec ingorujemy je co prowadzi do wielokrotnego
liczenia po tych samych stanach. Jezeli jednak podzielimy nasz wynik przez
N! (jak powyzej) to btad wielkrotnego liczenia zostanie skompensowany i
otrzymamy poprawny wynik.

Zauwazamy, ze funkcja podcatkowa nie zalezy wogole od wspotrzednych
przestrzennych a jesli tak to potowe calek wyliczamy od razu:

/d37‘1:V czyli /---/d3NT:VN.
v v v
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Calki po pedach sa niewiele trudniejsze. Poniewaz funkcja podcatkowa rozbija
sie naturalnie na iloczyn niezaleznych funkcji czastkowych tej samej postaci:

Pi. Vi P.-
exp(—ﬁ;r;l)~exp(—ﬁﬁ)~-exp(—ﬁ2ﬁ’l)

to catka wielkrotna po pedach rozbija sie na iloczyn calek jednowymiarowych
o0 o0 0 2 [e'S) 2
p].,:l} p17 J—

00 2 3N 2=
Pix 2mm | 2
i
[ m] =[5
gdzie skorzystaliémy z tablicowego wzoru na catke funkcji gaussowkiej

[ exp(—ap?) dp = /(7 /). Ostatecznie

VN [2mn &
2= 1NN {7} -
Przy okazji zrobmy dosy¢ wazna dygresje. Ot6z gdyby$my policzyli syme
statystyczna Z; dla dokladnie jednej czasteczki (N = 1) to wynik oczywiscie
bytby nastepujacy:
4 [Qmw]g
e

8

czyli innymi stowy dla n czasteczek mamy:

1

(2)"
Warto zastanowié¢ sie nad taka postacia - wynika ona bezposrednio z tezy
omawianej nieco p6zniej (w zadaniu S.7.) plus z klasycznej nierozroznialnosci
czastek.

Konczymy dygresje. Teraz, przypominajac, ze § = 1/(kgT) na energie
swobodna F' = —kgT In(Z) otrzymujemy

N 2mmk
F=—kpThn(Z) = —k:BT{N 1n(V)+371n(T)—ln(N!)+3N In ( mhz B>}

a na energie wewnetrzna U = 0(GF) /08 otrzymujemy

= kT
U= " ks
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Pojemnosé cieplna ukladu (przy stalej objetosci) wynosi

N
Ul BN,

“=ar|, =2

a cieplo wtasciwe na jedna czasteczke

Cy 3

— ==k
v N 5B
Entropie wyliczamy ze wzoru F' = U — T'S (znamy juz F oraz U):

S = # :k:B{Nln(V)+%ln(T) _IH(N!)—F?)Nln{ thZkB]} _

k:BN{ In (%) + gln(T) + const}
Ostatnia posta¢ wzoru na S (druga linijka) w sposob jawny eksponuje ek-
stensywno$¢ entropii czyli proporcjonalnosé S do N dla duzych N (przy
ustalonej temperaturze T i gestosci V/N). Aby ja uzyskaé¢ zastosowaliSmy
przyblizony wzor Stirlinga In(N!) = N In(N) + poprawki bardzo dobrze
stosujacy sie duzych N w tym sensie ze limy_.o(poprawki/N) = 0 (innymi
stowami wzgledny lub procentowy blad poprawki jest zaniedbywalnie maty
dla N rzedu liczby Avogadro)

Pozostaje nam jeszcze réwnanie stanu. Cisnienie gazu p obliczymy rézniczku-
jac F po objetosci:

oF kgNT

v, V
czyli uzyskaliSmy réownanie stanu gazu doskonatego znane z termodynamiki
fenomenologicznej.
S.7. Uzasadnienie wynika wprost z definicji Z i z zalozenia, ze sumowania
po mikrostanach ()1 i )2 sa niezalezne od siebie nawzajem.

p:

2=3 e (-08@) = ¥ ew(-oE@) o (- @) -

(Q1,Q2)
ZGXP ( - 5E1(Q1)) ' ZGXP ( - ﬁEz(Q2)) =21 Zs.
Q1 Q2

Faktoryzacja Z na iloczyn czesci sktadowych przeklada sie na twierdzenie o
addytywnosci dla energii swobodnej F":

F= —k‘BTlIl(leg) = —kBTlIl(Zl) - ]’CBTIH(ZQ) = F1 + FQ.
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S.8. Suma statystyczna calosci (patrz rozwiazania S.6. i S.7. ) jest iloczynem
czastkowych sum statystycznych:

AN ARWA

gdzie

3N1 3N pzz
o R e e

pz‘, pzz
exp(—ﬁzrni) exp ﬁZZml }
i—1

oraz

_ 1 = - 3N 3N Pix
Zz_h3N2N2! _oo.”/—oo/v”. vd b exp(_ﬂiz%m)

Tak wiec (patrz rozwiazanie S.6.)
3Ny 3Ny
7! 2mqm| 2 VN2 2meom | 2
h3N1 Ny I} h3N2 Ny! I6]

Obliczamy nastepnie catkowita energie swobodna

7 =

N 2my ik
F=htt= —kBT{Nl (V) + %IH(T) —In(Ny!) + 3N, m( 2k B)}

12
—k:BT{NQ In(V) + 3TN2 In(7T) — In(Ny!) + 3Ny In ( 2m}2l—sz> }
energie wewnetrzna
U=U,+U; = 3—N1k:BT %szT

oraz rOwnanie stanu (poréwnaj rownanie Daltona - klasyczna teoria gazow):

oF
v |,

_0R
v

0F,

kBNlT kBN2T ozn
_ — +
T av T

v v = p1+ Do

p=-
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S.9. Obliczymy éredni kwadrat pedu czasteczki ([p;]?) o numerze 1. Jezeli
dysponujemy rozktadem prawdopodobinstwa P(Q) dla mikrostanow @ to z
definicji éredniej mamy:

) = X { o) P}

Q

Wiemy takze ze dla rozktadu kanonicznego P(Q) = Z!exp ( — ﬁE(Q)) a
wiec ([p;]?) dane jest catka (poréwnaj rozwiazanie zadania S.6.)

<[p1]2>:Z‘1h3]iN! /Z---/Z/V---/dep d?’N?”[pJQ'{exp(—ﬁﬁ;giz)

N 2

2 v
exp(—ﬁZ% exp ( Z L2 }
=1 =1

Poniewaz Z dla gazu doskonaltego réwna sie (Z;)" /N! (poréwnaj dygresje
poczyniong w trakcie rozwiazywania zadania S.6.) a powyzsza calka fakto-
ryzuje sie (rozbija na iloczyn jednowymiarowych catek) bedziemy mieli wiele
uproszczen - z jednym wyjatkiem te same catki wystepuja w liczniku i w
mianowniku (mianownik to Z). Po dokonaniu uproszczen uzyskujemy duzo
prostszy rezultat:

([pa)?) = (Z1)~ ////d‘”’p d*ry [P, +piy, + P {exp( Zm)

exp(— %) exp(—ﬁplz)}

2m

Mozliwe sg dalsze calkiem trywialne uproszczenia a ostateczny rezultat to:

([p)?) = ([Pt +pi, +01.]) =3-([pi.])

gdzie
2 I 2 Pis
<[p1,x}> = Z/_ dp1 e []%,x} - eXp ( - )

2m

gdzie czynnik normalizacyjny A réwna sie

Az/ dpre exp (— B72)

o 2m

Pora na krotka dygresje. To co zrobiliémy przed chwilg powyzej w termi-
nologii rachunku prawdopodobinstwa nazywa sie zwezeniem rozktadu praw-
dopodobienistwa. Oznacza to po prostu wysumowanie (wycatkowanie) po
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nieinteresujacych zmiennych przy pozostawieniu zmiennych nas interesuja-
cych. Uzyskujemy wtedy nowy tzw. brzegowy rozktad prawdopodobienstwa.
W naszym konkretnym przypadku interesujaca zmienna bytaby p; , a zwezone
prawdopdobieristwo ($cislej — gestos¢é prawdopodobienistwa)wygladatoby jak

nastepuje:
1 Pla
— — == dpi »
{Aexp( ﬁ?m)} P,

Koniczymy dygresje i wracamy do wylicznia catki w naszym wzorze na $rednia

2

1 [ DYy
(2. =5 [ doa 8. oxp (= 5522) = kaTin

Skorzystaliémy tutaj dwa razy z tablic catek, do oblicznia mianownika (tzn.
A) i obliczenia licznika:

—aa?) dr = | = / —az®) * dr = | —.
/OO exp(—ax®) dz ~ N exp(—azx?) z* dz 5\ ras

Pora na podsumowanie. Srednia energia to $rednia energia kinetyczna
(zerowy potencjal dla gazu doskonalego) a wiec

(B) = o (ral?) = ohoT

S.10. W rozwiazaniu zadania S.8. wyprowadziliSmy wzor na energie wewnetrzna

mieszaniny:

3N 3N.
7%@T+7f@T

Energia wewnetrzna (w formalizmie rozkladu kanonicznego) to nic innego jak
Srednia energia uktadu. Do energii wktady daje wylacznie energia kinetyczna
wiec $rednie kwadraty predkosci wyliczymy ze relacji

U=U+U;=

N N,
UzUHJ&z%f@T+%f@T:NK

s [vs]

mq [’Ul} 2
— 5

5 ) + Na

stusznej dla dowolnych N; oraz N,. Otrzymujemy wiec dla czasteczek pier-
wszego i drugiego typu odpowiednio:

<[v1}2> _ 3kBT’ <[02}2> _ 3k;BT7

my mo

Przy ustalonej temperaturze sredni kwadrat predkosci czasteczki (w miesza-
ninach) jest odwrotnie propocjonalny od masy konkretnej czasteczki.
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S.11. W rozwigzaniu zadania S.9. znalezliSmy zwezona gestosé prawdopodobienistwa
P(p, ,)dp:,. dla sktadowej x-owej pedu czasteczki numer 1:

2 2
plx

1 Pl . >
P(p, ,)dp1. = {Zexp (—6 21m)} dpy ., gdzie A= / dp1. exp (—ﬂ 2m)

Dla x,y i z-towej sktadowej pedu jeednoczesnie bedziemy mieli oczywiscie

P(p)d’p, = {% exp ( — 6%)} d*py

Mozemy zmieni¢ zmienne w takim rozkladzie. Kwadrat pedu czastki [p;]?
mozemy zapisa¢ za pomocy energii (kinetycznej) jako [p,]? = 2mFE;. Podob-
nie d®p; w sferycznym uktadzie wspotrzednych (pedowych) mozna zapisac
jako d®p, = p*dpdQ) gdzie dS) to miara kata brylowego a przez nows zmienng,
p rozumiemy modut z wektora p,, tzn p = |p,|. Podstawiamy p = v/2m#E},
nastepnie dp = /m/(2E;) dE; wycalkowujemy po katach [dQ = 4r i
uzyskujemy nasza gesto$é¢ prawdopodobienstwa wyrazona w zaleznosci od
zmiennej energii:

3
2

P(Ey) dE, = 27 (%/@BT) i VE: exp (—BE) dE,.

S.12. Potencjal V' oddzialywania momentéw magnetycznych z polem jest
dany wzorem (klasycznym, tzn. niekwantowym)

N N
vV — _Z“’i'B — —hOZcos(Qi)
i=1 1

1=

gdzie pole magnetyczne wybralismy wzdluz osi z. Kat 6; to kat pomiedzy
osiag z i wektorem p; momentu magnetycznego i-tej czastki. Stala hg to
iloczyn dlugosci wektorow p, i B (jej wartos¢ zgodnie z zalozeniem zadania
jest znana: hg = |u;|-|B| = uo-|B| ). Kazdy konkretny mikrostan () naszego
uktadu jest scharakteryzowany przez potozenia, pedy i orientacje wektorow
p; wszystkich czasteczek:

Q = <T17p17“17r27p27l'l’27 )

Liczbe mikrostanéw dI' przez analogie do zwyklego gazu doskonatego

okreslimy jako
1

~ NN

dr AN B3Np d§;
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gdzie kat brytowy €2; okresla orientacje dipola magnetycznego; dla i-tej czastki
mamy (stosujac sferyczny uktad wspotrzednych do okreslenia orientacji dipoli)
Q; = sin(6;)db;d¢;. Katy 0, ¢ to katy azymutalny i biegunowy.

Bedziemy stosowaé rozktad kanoniczny. Gestosé prawdopodobienstwa
p(Q) i suma statystyczna Z dane sg jako:

p(Q) = exp{ )} =27z exp{ 6;1: — —hocOS(ﬁ))}

2= [ [ afeostn) /dﬁ/ o [ [ 00892_/dr2/ e
/0 dng/ld(cos(QN))/Vd37’N/OOd3pNxexp [—ﬁ;(fgl—hocos(ei))}

Poniewaz funkcje podcatkowa w Z mozna rozbi¢ na iloczyn niezaleznych
funkeji (takich samych) od czastki nr. 1, czastki nr.2, ..., czastki nr. N wiec

ostatecznie
3/2 47 sinh(ho) }N
Gho
gdzie Z; to suma statystyczna uktadu w ktérym mamy jedynie czastke nr.
1. Wypisana powyzej (w definicji Z) wielokrotna catke bedziemy skrotwo
zapisywac

Z=27= {V(27rkaT)

SN - ng
Z:/d Qexp[—ﬁ;(Qm—hocos(Qi)>]

gdyz na kazda czastke przypada 8 zmiennych (po 3 zmienne od polozenia i
pedu plus 2 zmienne katowe).
Wyliczmy teraz M - srednia wartos¢ wektora p, dla czastki nr. 1

M, = / d*N Quip(Q)

Po podstawieniu konkretnych wzorow na Z i p(Q) okaze si¢ ze praktycznie
wszystkie catki wystepujace w liczniku skroca sie z catkami wystepujacymi w
mianowniku (tzn w Z~'). Dotyczmy to wszystkich zmiennych czastek nr.2,
nr.3, ...nr.N a takze catek w ktorych wystepuje p;, ;. Pozostanie jedynie
catkowanie po zmiennych 6; i ¢;:

exp (Bho cos(61))
A

M, = Mo/o ﬂdgbl /_1 (2 cos(¢y) sin(6:)+7 sin(¢) sin(6;)+k cos(6;))
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gdzie i, 7, k to wersory wzdtuz osi x,y,z oraz gdzie Zj jest jedyna (nieuproszc-
zona) czescia jaka pozostala z oryginalnego Z:

47 sinh(Bhg)

2w 1
Zy :/0 doy /1 exp (ﬁho 005(91)) = B

Poniewaz
27 27
/ cos(¢1)dp = / sin(¢1)de =0
0 0

wiec w wyrazeniu na M pozostanie jedynie czes¢ proporcjonalna do wersora
k i ostatecznie po wycatkowaniu

1

Ml o [Cth(ﬁho) ﬁho

— |k

Jezeli identyczne rozumowanie powtorzymy dla czastki nr.2 | nastepnie
dla czastki nr.3 ..., (za kazdym razem otrzymujac identyczny wzor) to
ostatecznie dla calkowitego momentu magnetycznego ukltadu mozemy
napisac

N
M = (u) = Npp[cth(Bho) — k = N poL(Bho)k.
=1

ﬁho}

Funkcja L (ta w kwadratowym nawiasie) nosi nazwe funkcji Langevine’a.
Dla bardzo duzych wartosci iloczynu [hqy (niskie temperatury i duze pola
magnetyczne) L ~ 1 i uktad jest catkowicie spolaryzowany magnetycznie

M = Z(Mi> = Nuok

Dla wartosci Shg bliskich zera (duze temperatury i mate pola magnetyczne)
L ~ [$hy i magnetyzacja jest mala - propozcjonalna do wartosci indukcji
magnetycznej:
h
M = N%k

(przypominamy, ze hg = o B).
S.13. Przypominamy tozsamo$¢ dla rozktadu kanonicznego:

- 0 4
E——%Z ~z! aﬁ

gdzie Z to suma statystyczma (funkcja rozdziatu) i gdzie 8 = 1/(kgT).
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Druga tozsamo$¢ dla rozktadu kanonicznego to

82 ln(Z ) 8E — =\ 2
- = —(E*)-E?*=((E-E)".
Prawdziwos¢ obu powyzszych tozsamosci sprawdzamy w sposob trywialny
podstawiajac do nich definicyjne wyrazenie na Z, tzn. odpowiednia sume
statystyczna po wszystkich mikrostanach @) uktadu:

7= EQjexp ( - 6E(Q))

i pamietajac, ze prawdopodobienistwo mikrostanu P(Q) wyraza sie w rozktadzie
kanonicznym jako:

P(Q) = 7 exp ( - 5E(Q)>-

W koncu przypominamy, ze $rednia energia i energia wewnetrzna dla
uktadu makroskopowego sa na ogél utozsamiane E = U (jak zobaczymy
przy koncu niniejszego rozwiazania, jezeli nawet przyjmiemy, ze U to prawdziwa,
a nie $rednia energia systemu to i tak natychmiast zauwazamy, ze U — E ~ 0
z zaniedywalnym bledem wzglednym propocjonalnym do 1/v/N gdzie N to
liczba czastek rzedu liczby Avogadro). Tak wiec

ou
e —kBT2a—T — _kBT2OV

0| _ov
osl, 9B

Zatem zbierajac razem powyzsze WzOry mamy

|4

(E - E)*) = kgT?Cy

Dla gazu doskonatego F = 3NkpT/2 oraz Cyy = 2Nkp/2. Podstawiajac
te dane do ogdlnego wzoru powyzej dostajemy

Interpretujemy to w taki sposob, ze wzgledne (procentowe) fluktuacje energii
w systemie maleja ze wzrostem liczby czastek. Dlatego wlasnie utozsamianie
U z E jest dozwolone dla makroskopowych systemow.

S.14. Energia (na sekunde) wypromieniowywana przez gaz w przedziale dtu-

gosci fal (A, A 4+ d)) jest dana wzorem I(A\)d\ = Iydn(\) gdzie dn()) jest
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liczba atomoéw emitujacych promieniowanie w tym wtasnie przedziale. Oczy-
wiscie dn(X) = dn(v.) gdzie v, jest zwiazana z A wzorem A = X\o(1 + v./c).
Prawdopodobienistwo znalezienia czastki gazu z pedem o sktadowych leza-
cych w przedziatach (py,p, + dp.), (py.py + dpy), (P2, p. + dp.) dysku-
towane bylo juz w poprzednich zadaniach (patrz rozwiazanie zadan S.9 i
S.10). Nas interesuje zawezone prawdopodobieristwo (wycatkowane po niein-
teresujacych nas zmiennych) zalezne jedynie od v, (lub réwnowaznie od p,;
metoda wyprowadzenia wzoru na nie wyprowadzona zostata w rozwiazaniu
zadania S.10):

2m

—1/2 9
p(pz)dpz = <27kaBT> exp < — 5}73)

(Jak zwykle m to masa atomu i § = 1/(kgT)). Poniewaz p, = muv, oraz
p(p.)dp, = p(v,)dv, wiec

1/2 2
m Bmu;
p(v,)dv, = <27rk:BT) exp ( - )dvz.

(Uwaga: p(p.) i p(v,) to formalnie rézne funkcje - na tyle jednak podobne, ze
uzywamy jednej litery p na oznaczenie gestosci prawdopodobienstwa w obu
przypadkach).

Zatem jesli od prawdopodobienistwa dla jednej czastki przejdziemy do
wszystkich NV czastek bedziemy mieli

m 1/2 Bmu?
dn(v,) = Np(v,)dv, = N(Q?T/{ZBT) exp < - Z)dvz

Podstawiajac v, = ¢(A — Ag)/Ao dostaniemy stad

mc? 1/2 mc?(\ — Xo)?
I(N)dA = Iodn()) = [oN (W) exp ( - TTA%) dA.

Ostatecznie wiec

2
I(\) ~ exp ( _ M)
)
gdzie
s_ (2k6TX 12
mc?

jest tzw. szerokoscia potdéwkowa dopplerowskiego poszerzenia linii widmowe;.
(Ostatnia uwaga: dla wiekszosci fizycznych uktadéw podobnych do tego



76

opisywanego w niniejszym zadaniu, predkosci gazu sg nierelatywistyczne wiec
w powyzszym wyprowadzeniu stosowaliSmy wzory klasyczne - nierelatywisty-
czne).

S.15. Wyliczmy (pomocniczo) energie swobodna uktadu sktadajacego sie
z pojedynczego oscylatora o czestosci w. W formalizmie rozkladu kanon-
icznego wyliczamy najpierm sume statystyczna (funkcje rozdziatu) Z. Kazdy
mikrostan odpowiada wyborowi okreslonego n - liczby kwantowej a wiec
sumujac szereg geometryczny dostajemy

= 1 he 1
ZIZGXP(‘““)(”*?) e
n=0

Wyliczymy teraz energie swoboda oscylatora F'(w):
1 —Bhw
F=—kgTh(Z)= §hw +kgTIn(1—e

1 energie wewnetrzna U

IPF) 1 hiwe Phe 1 hw
_OPT) o e e
U=—g5 =M T 1w — " oy

Natychmiast zauwazamy, ze dla bardzio niskich temperatur 7' (duze ) mamy
1
U~ Ehw dla T~ 0

oraz, ze dla duzych T ( 3 bliskie zeru)

hw

U ~ W ~ kaT dla duZYCh T

gdzie zaniedbaliSmy drgania zerowe (i inne mate poprawki). Wzor U =~ kgT
wyraza zasade ekwipartycji energii dla duzych T" w obszarze stosowalnosci
zwyczajnej mechaniki klasycznej: na kazdy stopiern swobody oscylatora har-
monicznego (dwa stopnie swobody - od pedu i od potozenia) przypada $rednia
energia kgT'/2.

Dla krysztatu - czyli zbioru nieoddzialuwujacych 3N oscylatorow energia
swobodna calosci Fj,; réwna sie sumie energii swobodnych dla poszczegoinych
oscylatorow (poréwnaj zadanie S.7 ). Opusczajac wiec przyczynek od drgan
zerowych mamy

Fiot = /p(w)F(w)dw = k‘BT/ In (1 - e‘ﬁhw) dw
0
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co dla duzych temperatur w przyblizeniu daje

F = kBT/ In (ﬂhw + > dw.
0

Przez +... oznaczylismy zaniedbywalnie mate poprawki pochodzace od rozwinie-

cia Taylora (dla duzego T czyli matego (3). Calkowita energie wewnetrzna

dla wysokich temperatur otrzymamy wiec jako

Uit = w ~ chT/,o(cu)3 In (ﬂhw) dw = k:BT/p(w) dw = 3NkgT.
op op

Pojemnosé cieplna systemu wynosi wiec C' = dU/dT = 3Nkp o ciepto wtas-

ciwe molowe (pojemnosé cieplna jednego mola) jest rowna 3N kg = 3R gdzie

N4 to liczba Avogadro a R to uniwersalna stata gazowa.

S.16. Zacznijmy od powtoérzenia calej dyskusji i przegladnieciu formalizmu

prezentowanego w rozwigzaniu zadania S.15. Tym razem nie ograniczymy

sie do ogdlnych rozwazani ale obliczymy gestosé¢ stanoéw p(w) w sposob jawny.

Ot6z liczba fononéw akustycznych o czestosciach zawartych w przedziale
w, w—+dw jest dana wzorem (poréwnaj zadanie S.5) p(w)dw = 3h=3V d®p gdzie
V' to objeto$¢ krysztatu. Czynnik 3 odpowiada tutaj trzem polaryzacjom
(jedna podtuzna, dwie poprzeczne) drgan akustycznych propagujacych sie
zgodnie z wektorem p.

W uktadzie wspolrzednych sferycznych d®p = p? dp d2 (oznacznia: p -
modul z pedu, df) - element kata brylowego). Oczywiscie wartosé p? musi
by¢ taka aby pedowi p doktadnie odpowiadata konkretna czestosé w, zas dp
takie aby doktadniem otrzymacé szeroko$é przedzialu w,w + dw tzn. dw. Tak
wiec

3V,

p(w)dw = VL4 dp /dQ = 12];‘/])23—5 dw = 4i;23w2 dw
SkorzystaliSmy tutaj ze wzoru hw = vp co pozwolito wyliczy¢ pochodna
dp h
dw v

oraz wyrazi¢ p? za pomocs w.
Ostatecznie catkowita energia swobodna Fj,; jest rowna:

Fiot = w/ w? In (1 — eﬁW) dw.
0

423

W calce warto jest dokona¢ zamiany zmiennych i przej$s¢ od zmienne;j
catkowania w do zmiennej bezwymiarowej z zdefiniowanej jako r = [hw.

Wtedy

kgT)* [
Fio = V{ksT) / 2% n(1 — ™) do = const T*.

472 (hv)3
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Ostatnia rownos¢ definiuje wartos¢ stalej const (jest ujemna). Ostatecznie

a(ﬁFt0t>
op

a cieplo wtasciwe (przy stalej objetosci) okazuje sie by¢ proporcjonalne do
T3.

S.17. Mikrostan uktadu ukreslony jest wskazaniem ile drobin jest wzbud-
zonych i ktorych konkretnie. Niech n drobin bedzie wzbudzonych - wtedy
przyczynek do energii catkowitej F(n) bedzie réwny ne. Liczba réznych
mikrostanéw przy zalozeniu ustalonej F(n) = ne rowna sie doktadnie liczbie
na ile r6znych sposobéw mozna wybraé (i wskaza¢) n wzbudzonych drobin
sposrod N drobin czyli symbolowi Newtona (]X) Suma statystyczna Z jest
wiec rOwna

Utot = ~ T4

Z = g (JZ) exp (— fne) = (1+eﬂ€)N.

Stosujac wzor F' = —kgT In(Z) oraz wzor na energie wewnetrzna ($rednia
energie systemu) U = J(GF) /0 dostaniemy

B N e e P

U= ——.
1+ e P

Dla nieduzych temperatur (czyli duzych () otrzymujemy przyblizony (ale
prostszy) wzor

U%eNeXp(—ﬁe).

czyli przecietna liczba wzbudzonycn drobin dla 5 >> 1 jest dana wyrazeniem

N exp ( — ﬁe)
S.18. W formalizmie duzego rozktadu kanonicznego prawdopodobienistwo dla
mikrostanu @),, charakteryzujacego sie liczba czastek n dane jest wzorem:

P(Qun) = 2 exp ( — B(B(Qn) - un)>

gdzie duza suma statystyczna

Z = Z Ly €Xp (ﬁ,un)

n=0

i gdzie Z,, oznacza zwykla sume statystyczna (taka jak dla ukladu kanon-
icznego z ustalong liczbg czastek n). W szczegolnoscei Z; to suma statystyczna
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dla uktadu z jedna czastka. Na mocy zalozen poczynionych w temacie zada-
nia (klasyczna nierozréznialnosé i zaniedbywalne oddzialywania) mozemy
napisacé

(2)"

n!

Ly =

Powyzszy licznik (Zl)” wynika z zaniedbywalnego oddzialywania (porow-
naj zadanie S.7.) a mianownik czyli czynnik Gibbsa n! wynika z klasycznej
nierozroznialnosci (poréwnaj zadanie S.6).

Ostatecznie

Z = exp [Zleﬁ“]

oraz 5 5
ZnePHn ZlePrn
Po= ), PQun)==F— ="z

Qn,n=const

Obliczymy teraz n:
d(In(Z
G C) Zy .

0(Bu)

Wyrazamy Z; za pomoca n, podstawiamy do wzoru na P, i otrzymujemy
rozktad Poissona:

A\

(n)

P, = eXp<_ﬁ) n



